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Aufgabe 31: Vektoren und Darstellungen (8 Punkte)

Durch {|a1), |ag)} sei in einem zweidimensionalen Raum eine orthonormierte Basis gegeben (Basis
der {a} Darstellung). Zwei Zustandsvektoren |b1), |bs) seien durch
1) = 7= () +laa)) . o) = = (Jon) — ilez)
= — a 11Q y = —= a — 1l|a
1=l 2 2) = 5 lm 2

gegeben.

a) Zeigen Sie, dass die Vektoren |b;), |by) ebenfalls eine orthonormierte Basis bilden. (2 Punkte)

b) Geben Sie die {a}-Darstellung der Ketvektoren |a;), |az), |b1), |b2) an. (2 Punkte)
c) Geben Sie die Transformationmatrix U von der {a}- in die {b}-Darstellung an und verifizie-

ren Sie, dass U unitér ist. (2 Punkte)
d) Geben Sie die {b}-Darstellung der Ketvektoren |a;), |az) an. (2 Punkte)

Aufgabe 32: Allgemeine Formulierung der Schrodinger-Robertson Unscharferelation
(miindlich)
Die quantenmechanische Unschéarferelation héngt mit der mathematischen Tatsache zusammen,
dass nicht-kommutierende hermitesche Matrizen (also nicht-kommutierende Observablen) keine
gemeinsame Eigenbasis haben. Dies soll in dieser Aufgabe an einem Beispiel demonstriert und
diskutiert werden.
Gegeben sei der Zustandsvektor [1) = a|0) 4+ 3|1), wobei |0/1) ein vollstdndiges Orthonormalsy-
stem bilden und in einer Basis B als Einheitsvektoren

dargestellt werden. a und S sind zwei komplexe Zahlen, wobei die Normierungsbedingung erfor-
dert, dass |a]? + 8> = 1.

a) BerechrAlen Sie die Eig§nvektoren la12) und die Eigenwerte a; o des Operators A gegeben
durch A|0) = |1) und A1) = |0).

Bestimmen Sie den Erwartungswert <A) des Operators A im Zustand .
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b) Berechnen Sie die Eigenvektoren |b2) und die Eigenwerte by des Operators B gegeben
durch B|0) = |0) und B|1) = —|1).
Berechnen Sie den Erwartungswert (B) des Operators B im Zustand .

c¢) Driicken Sie die allgemeine Unschérferelation fiir Operatoren A und B im Zustand P,
1 A A
AAB > (A B])|,

durch a und § aus. Hierbei sind (AA4)? = (A2) — (A)2 und (AB)? = (B?) — (B)? die
Standardabweichungen. Wie lautet diese Unschérferelation, wenn o« und g reelle Zahlen
sind? Fiir welche Zustande ist die Unschéarfe minimal?

d) Zeigen Sie schlieflich, dass diese Unschérferelation fiir gegebene Operatoren A und B und
den Zustand v tatsdchlich fiir allgemeine o und g erfiillt ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Eulerformel fiir komplexe Zahlen o = |a]ei> und 3 = |Bel?s.

Aufgabe 33: Summenregeln (miindlich)
Ein Hamiltonoperator der Form H = % + V(#) besitze ein rein diskretes Energiespektrum:
Hin) = E,|n).

a) Zeigen Sie, dass fiir die Matrixelemente der Z;-Komponente des Ortsoperators in der Ener-
giedarstellung die sogenannte Thomas-Reiche-Kuhn-Summenregel
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gilt. Werten Sie dazu den Doppelkommutator [y, [1? ,Z1]], k =1,2,3 aus. Bilden Sie geeig-
nete Matrixelemente mit den Eigenzustidnden von H auf beiden Seiten der so entstehenden
Gleichung und verwenden Sie die Vollsténdigkeitsrelation ) |n)(n| = 1.

b) Beweisen Sie, indem Sie durch Auswerten des Kommutators [[:I , ] die Matrixelemente
(n'|p|n) durch die (n’|Zg|n) ausdriicken, die in den Energiedifferenzen quadratische Sum-

menregel
2
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Bemerkung: Diese Summenregeln finden bei der Untersuchung von optischen Ubergéingen in Ato-
men und Molekiilen Anwendung.



