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Kapitel 0

Einleitung

Die Grundlagen und wichtigsten Anwendungen der Quantenmechanik (QM) sind aus der
ersten QM-Vorlesung (Integrierter Kurs / Physik 4) bekannt. Die bisherige Behandlung der
Quantentheorie war aber doch in mehrfacher Hinsicht beschrinkt. Das Thema dieser Vorle-
sung wird die Uberwindung dieser Beschriankungen sein. Konkret:

1. Bisher haben wir uns auf die Beschreibung einzelner Teilchen (N = 1) beschrinkt.
Zwar ist Wasserstoff (H) mit einem Elektron das héuftigste Element im Universum,
und viele Eigenschaften komplexer Atome folgen aus jenen des H-Atoms. Auch kénnen
einige Eigenschaften von Festkorpern aufgrund der Quantenphysik einzelner Elektronen
verstanden werden. Aber: Ohne Vielteilchenphysik (N > 1) kann man die Welt nicht
verstehen, z.B.

e Stabilitdt der Materie,

e Supraleitung,

e komplexe Atome — Chemie, Biologie,

e relativistische QM braucht N > 1 (s. unten).

2. Bisher haben wir die QM auf der nichtrelativistischen Bewegung von Teilchen aufge-
baut. In dieser Vorlesung werden wir eine Quantenmechanik entwickeln, die mit den
Prinzipien der Speziellen Relativititstheorie (SRT) kompatibel ist. Die relativisitische
QM ist die Grundlage zur Behandlung folgender Themen:

e Quantenfeldtheorie, Elementarteilchenphysik,
e relativistische Effekte in Atomen und Festkorpern: Spin, Spin-Bahn-Kopplung.

3. Bisher haben wir uns in der QM auf eine endliche Anzahl von Freiheitsgraden be-
schriankt (z.B. 3 Freiheitsgrade fiir ein Teilchen in 3 Dimensionen). Hier werden wir uns

mit unendlich vielen Freiheitsgraden befassen, indem wir Felder quantisieren
(z.B. das elektromagnetische Feld).
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4. Auch die bisher zur Verfiigung stehenden Methoden zur Losung von QM Problemen
sind beschrénkt. Aufgrund der oben genannten Erweiterungen werden die zu lésenden
Probleme komplexer und legen eine Reihe von z.T'. fortgeschrittenen Methoden zu deren
Behandlung nahe:

e Niherungsmethoden,

e zweite Quantisierung,

e kovarianter Formalismus, etc.

Diese Vorlesung ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Teil befassen wir uns mit der nicht-
relativistischen Quantenmechanik (von Vielteilchensystemen), im zweiten Teil werden die
Elektrodynamik und die spezielle Relativitédtstheorie wiederholt und erweitert, so dass im
dritten Teil Quantenmechanik und Relativitédtstheorie zusammengefiithrt und die relativisti-
sche Vielteilchentheorie formuliert werden kénnen.



Teil 1

Nicht-relativistische Quantenmechanik






Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Schroédinger-Gleichung

Der Zustand eines Systems wird in der Quantenmechanik beschrieben durch die Wellen-
funktion 1. Fiir ein Teilchen ist die komplexe Zahl ¢ (Z, t) die Wahrscheinlichkeitsamplitude,
dass sich das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort & befindet. | (Z,t)|* ist die reelle Wahrschein-
lichkeitsdichte dafiir. Die Menge aller Wellenfunktionen v bildet einen Hilbertraum H. Die
Normierung der Wellenfunktion wird durch die Bedingung [ dZ|¢(Z,t)|* = 1, fiir beliebige t,
bestimmt. Die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Systems wird beschrieben durch
die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung,
O
h— = H(t 1.1
th—r = H()Y, (1.1)
wobei der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen im nichtrelativistischen Fall

2

H(t) = Qp—m +V(E,1) (1.2)

lautet. Wir werden auch Systeme mit N > 1 Teilchen betrachten, mit dem Hamiltonoperator

i)=Y (217’;'% + Vi(fi,t)) Y V(&L ..., Ext). (1.3)

=1

Eine Paarwechselwirkung zwischen den Teilchen wird durch V' = Zf\fj:l V(Z;, &) beschrie-

ben. Im zeitunabhingigen Fall, wo H(t) = H, verwenden wir den Separationsansatz
W(E, t) = e "Po(T) (1.4)
welcher uns auf das Eigenwertproblem
Hop=E¢ (1.5)

11
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fithrt. Die Gleichung (1.5) heifit zeitunabhéngige (oder stationére) Schrodinger-Gleichung.

In der Quantenmechanik entsprechen beobachtbaren Grofien (Observablen) hermitesche Ope-
ratoren O, mit O = O. Der Erwartungswert dieser Observablen ist gegeben durch die reelle
Zahl (O) = (¢|O|y). Fir Erhaltungsgrofien gilt [O, H] = 0, woraus mit (1.1) folgt

d o o
%<O> = <§|O|¢> + <¢|O|§>

= +((V[HO) — (W|OH]V)) (1.6)

= HWIH,Oljw) =0,

= (O) = const.

Falls H zeitunabhéngig ist, kénnen O und H gleichzeitig diagonalisiert werden, mit anderen
Worten es gibt eine Basis bestehend aus Eigenzustdnden sowohl von H als auch von O,

H[p) = El) = EO[Y) = OE[y) = OH[p) = HOJp) .
Wenn F ein nicht-entarteter Eigenwert von H ist, dann folgt aus H(O|y)) = E(O|¢)), dass

Oly) = Aly) -

Falls E entartet ist, dann miissen wir O im entsprechenden Eigenraum diagonalisieren.

Als Beispiel betrachten wir ein freies Teilchen (z.B. in einer Dimension). Die Impulserhaltung
kann man sich wie folgt veranschaulichen:

1) =l L] V) =0 i

Also [p, H] = 0, falls 2 = 0, d.h. V(z) = const. (0.B.d.A. V(z) = 0).

Fiir V(z) = 0 hat man ein freies Teilchen mit H = 2 und (h=1)

2m

plY) = k),

i) = k) = e = O

Fiir einen endlichen Kasten der Lénge L erhélt man die Normierung C' = \%
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1.2 Drehimpuls

Wir betrachten nun ein Zentralpotential in drei Dimensionen, H = % + V(&) mit V(Z) =
V(|Z]) (z.B. H-Atom). Fiir den Drehimpuls L = # x {7 gilt

- 1

1 h =
= 2—2zhpxp+x><(;VV( 7)) =0.
> D a—

Der letzte Term verschwindet, da es sich um ein Zentralpotential handelt und somit

- ov ¥

Her wurde verwendet, dass Vi =

Im drehsymmetrischen System ist der Drehimpuls also eine erhaltene Grofle.

(i) Definition des Drehimpulses:
L=¥xp (1.7)

Der Drehimpus ist ein Vektor L = (Ly, Ly, L) = (L1, Lo, L3); dessen Komponenten L;
sind Operatoren.

(ii) Vertauschungsrelationen (VR):

k=1
mit €123 = 6231 = 6312 = ]_ €321 = €213 = €132 — —1 und €ijk = 0 sonst. Die VR ist

dquivalent zu L x L =ihL.

(ili) Wir definieren die Linge L des Drehimpulvektors iiber deren Quadrat L2 = L - L =
L2+ L+ L2. Aus (1.8) folgt

[L? L] =0. (1.9)

(iv) Spektrum (Eigenzustéinde und Eigenwerte):
Mit (1.9) existiert eine Orthonormalbasis (ONB) {|/,m)} mit

LAl,m) = R+ 1D),m), (1.10)
L.|l,m) = hml|l,m), (1.11)



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

wobei 2] > 0 eine ganze Zahl ist, und
m=—l,—l+1,..,01—1,1 (1.12)
Falls [E, H] =0, dann existiert eine ONB {|n,l,m)} mit (1.10), (1.11) und

H|n,l,m) = e,|n,l,m) .

(v) Die Leiteroperatoren

Ly:=L,+1L,
gehorchen den VR
[L:, Ls] = =£hLy,
[Ly, L] = 2AhL,.
Die , Leiter-Eigenschaft* ist
Li|l,m) = I /I(14+ 1) —m(m + 1)|[I,m £ 1), (1.13)
wobei
Lty = 0,
L_|l,-l) = 0. (1.14)
1.3 Spin

Teilchen wie das Elektron besitzen neben dem durch die Bewegung erzeugten Drehimpuls
L noch einen internen Drehimpuls, den sogenannten Spin. (Die Existenz des Spins folgt aus
der relativistischen QM, siehe spéater in Teil III). Der Spin hat nicht die Form (1.7), erfiillt
aber (1.8). Deshalb gelten alle Bezichungen (1.9) bis (1.14). Fiir den Spin 1/2 (z.B. beim
Elektron) ersetzen wir [ — s = 1/2 und m — my = £1/2.

Der Gesamtdrehimpuls eines Teilches ist die Summe aus Bahndrehimpuls und Spin,

J=L+85. (1.15)

Fiir den Spin gelten Gln. (1.10) und (1.11),

S?|s,m) R?s(s +1)|s,ms), (1.16)
S.|s,ms) = hmg|s, mg). (1.17)
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Im Fall von Spin s = 1/2, z.B. fiir Elektronen, benutzt man oft folgende abgekiirzte Notation
fiir die Basis,

1 1
S =1-) = 1.1
’8 2 y Mes + 2> | T>7 ( 8)
1 1
= — =—-) = . 1.1
Ein beliebiger Zustand |¢) des Spins kann in dieser Basis als
|9) = ol 1)+ BI4) (1.20)

dargestellt werden, wobei die Wahrscheinlichkeitsamplituden |o|? +|3]? = 1 erfiillen miissen.
Die Wirkung des Operators S, auf diese Basiszustédnde ist

h
St = S, (1.21)
h
so dass wir den Operator .S, als Matrix darstellen konnen,
h(1 0 h
wobei wir die Pauli-Matrix o, eingefithrt haben. Allgemeiner gilt
~ h
S = 55, (1.24)

mit & = (0, 0,,0,) und den drei Pauli-Matrizen

Oy = ((1) (1)) L0y = (? _OZ) 0, = ((1) _01> : (1.25)

Gleichung (1.24) kann in Komponenten als S, = gcrx, Sy = gay, und S, = 2o, geschrieben

2
werden. Einige wichtige Eigenschaften der Pauli-Matrizen sind

s o (10

04, 0y] = 2i0, (und zyklisch), (1.27)

(ii)
{04,0,} = 0 (und zyklisch), (1.28)
bzw. 0,0, = —0,0, (und zyklisch), (1.29)

(iv)
Tr(o;) =0 (1=1,2,3). (1.30)
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1.4 Symmetrien in der Quantenmechanik

Symmetrien spielen eine wichtige Rolle in der QM, deshalb besprechen wir hier die wichtigsten
Konzepte in diesem Zusammenhang. Im Allgemeinen sind Symmetrien jene Transformatio-
nen, welche ein Objekt wieder in sich selber iiberfithren, z.B. Drehungen oder Spiegelungen
im Raum. In der QM werden Transformationen, welche die Bewegungsgleichungen invariant
lassen, als Symmetrien beeichnet. Z.B. beim symmetrischen Potentialtopf in einer Dimension,
fiir welchen gilt V(—x) = V(x). Der Symmetrieoperator auf dem Konfigurationsraum (hier
R) lautet P : z — —x, seine Darstellung auf dem Hilbertraum # ist

P :4(x) = (Pr) = P(—a). (1.31)
Nun folgt
[H,Pl=HP—-PH =0. (1.32)
Beweis: Fiir beliebige ¢ € H gilt
PH(z) = P(p*/2m + V(2))0(x) = (p*/2m + V(—2))b(-z) = HPY(z).  (1.33)
Im letzten Schritt haben wir V(—z) = V(z) verwendet.
Allgemein gilt: S : H — H ist eine Symmetrie, d.h. erhélt die Bewegungsgleichungen unter
Y +— S, genau dann wenn [H, S] = 0. Beweis: Wende S auf beide Seiten der Schrodingerglei-

chung thoyp = H1p an. Umgekehrt folgt: Falls ¢ eine Losung der zeitabhédngigen Schrédin-
gergleichung, dann auch S.

Fiir zeitunabhéngige Systeme gilt: Wegen [H,S] = 0 kénnen H und S mit dem selben
Satz von Eigenzustéinden diagonalisiert werden, d.h. man kann die Eigenzustdnde von H
(die Losungen der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung) immer so wihlen, dass diese auch
Eigenzustinde von S sind. Z.B. konnen wir die Eigenzusténde eines symmetrischen Poten-
tialtopfes in gerade Funktionen (mit Eigenwert +1 von P) und ungerade Funktionen (mit
Eigenwert -1 von P) einteilen.

Mathematisch gesehen bildet die Menge aller Symmetrieoperatoren eines Systems eine Grup-
pel G. Oft sind die Symmetrieoperatoren zunichst auf dem Konfigurationsraum definiert,
2.B. P (s. oben), oder R € SO(3) mit der Rotationsgruppe SO(3) bei drehsymmetrischen
Systemen.

Eine unitare Darstellung einer Gruppe auf den Hilbertraum H oder einem Unterraum Hp
nennt man eine mit den Gruppenoperationen vertrigliche Abbildung?

D : g~ D(g), (1.34)

'Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung G x G — G, (g, h) — gh, in welcher ein neutrales
Element und zu jedem Element ein Inverses existiert. Eine Abelsche Gruppe ist eine Gruppe, in welcher
gh = hg fiir alle g, h.

2Eine mit den Gruppenoperationen vertriigliche Abbildung erfiillt D(gh) = D(g)D(h), D(g~1) = D(g)~!
und D(1) = 1.
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wobei D(g) ein unitédrer Operator auf dem Hilbertraum H oder einem Unterraum Hp dar-
stellt. Unter der Dimension der Darstellung versteht man die Dimension von H p. Ein Beispiel
einer solchen Darstellung findet man fiir die Paritétsgruppe G = {1, P}, mit D(1) = 1 und
D(P) = P. Zwei Darstellungen D und D’ sind dquivalent, falls es einen invertierbaren linearen
Operator II gibt, so dass D(g) = I1D'(g)IT! fiir alle g € G.

Weitere Definitionen: Ein invarianter Unterraum U des Hilbertraums besteht aus Vekto-
ren, die von allen Symmetrieoperationen allesamt wieder in denselben Unterraum abgebildet
werden, d.h.

D(g)p e U Yge G, € U. (1.35)

Eine Darstellung D ist auf einem invarianten Unterraum U

1) irreduzibel, falls U keine invarianten Unterrdume enthélt ausser {0} und U selber,

ii) reduzibel, falls nicht irreduzibel,

)
)

iii) zerlegbar, falls U = Uy @ Uy @ ... und U; invariante Unterrdume,
)

iv) wollstindig zerlegbar, falls zerlegbar und D auf allen U; irreduzibel ist.

Wichtig fiir uns ist der folgende Satz aus der Darstellungstheorie:

e Jede unitére Darstellung ist entweder irreduzibel oder vollséndig zerlegbar.
e Die Zerlegung ist eindeutig bis auf Aquivalenz.

e Irreduzible Darstellungen von Abelschen Gruppen® sind eindimensional.

In der QM kann man aufgrund dieser mathematischen Tatsache den Hilbertraum in die irre-
duziblen Darstellungsraume U; der Symmetriegruppe G des Systems zerlegen. Das Studium
der irreduziblen Darstellungen von G der relevanten Symmetriegruppe erméglicht so die Be-
stimmung des Verhaltens aller Zustédnde unter . Die fiir diese Vorlesung wichtigsten Beispiele
sind die Drehgruppe SO(3) und deren Erweiterung SU(2) sowie die Permutationsgruppe Sy .

1.4.1 Drehgruppe SO(3)

Drehungen sind lineare orthogonale Abbildungen, welche die Orientierung (rechtshiandig /
linkshéndig) erhalten, d.h.

SO(3) ={R:R* — R} Rc GL(3),R"TR= RR" = 1,det R = 1}. (1.36)

3 Abelsche Gruppen G sind solche, in denen die Gruppenverkniipfung vertauscht, d.h. gh = hg fiir alle
g,h €G
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In der Physik kommen Drehungen aus SO(3) bei der Beschreibung von Bewegungen in drei
Dimensionen vor. Eine unitire Darstellung von SO(3) auf dem Hilbertraum eines Teilchens
im dreidimensionalen Raum R? erhilt man durch die Vorschrift

D(R)Y(7) = ¢(R™'7F). (1.37)

Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. D(Ry)D(R;) = D(R2R;). Um dies
zu zeigen, muss darauf geachtet werden, dass bei wiederholter Anwendung D(Rs)D( Ry ) ()
die Drehung Ry ' auf das Argument der Funktion ¢(7) = ¢(R~'F) wirkt und nicht erneut
auf das direkte Argument von . Infinitesimale Drehungen um die Achse & lassen sich als
Rz7 = 7+ w X 7 schreiben, und eine Taylor-Entwicklung ergibt

D(Rz)y () = ¢(7) — & x 7 V(7). (1.38)
Dies kann man durch den Impulsoperator p = —ihV ausdriicken,
D(Ra)b(F) = () = (& x 1) - F(F) = () = 26 - (), (1.39)

wobei im Spatprodukt zyklisch vertauscht und die Definition des Drehimpulses Gl. (1.7)
verwendet wurde. Somit finden wir fiir die Darstellung von infinitesimalen Drehungen

D(Rs) =1— %w L. (1.40)

Endliche Drehungen um einen Winkel ¢ um die Achse n kénnen aus infinitesimalen Drehun-
gen zusammengesetzt werden, wobei ¢ = ¢n,

Dy = i (55, =t (115, ) = e (41
Man sagt, der Drehimpus L erzeuge die Drehungen R € SO(3). Die irreduziblen Darstellun-
gen von SO(3) ergeben sich nun aus den Betrachtungen in Abschnitt 1.2 als die Eigenrédume
H, von L? mit den Eigenwerten (I + 1) fiir [ = 0,1,2,.... Dies folgt aus [L2, L] = 0 und
somit [L?, D(Rjz)] = 0. Die Dimension dieser Darstellungen ist 2/ + 1. Fiir den rdumlichen
Drehimpuls kommen wegen der Stetigkeitsbedingung 1 (¢) = (¢ + 27) an die Wellenfunk-
tion nur die ganzzahligen [ vor, wiahrend fiir den Spin auch halbzahlige Werte von [ bzw. s
moglich sind, s = 0, %, 1, %, 2,.... Diese ergeben sich allerdings aus der Darstellungstheorie
der Gruppe SU(2) der unitéiren Operatoren U auf C* mit det U = 1. Die Gruppen SO(3) und
SU(2) sind lokal dquivalent, aber SU(2) ist 'doppelt so grofi’ , was man mit dem Gruppen-

homomorphismus

SU(2) — SO(3) 1.42)
U — o) 1.43)
zeigen kann, wobei
o(U):R® — R? (1.44)
7 o= Tr(¢[UF-cUM). (1.45)

Es gilt ¢(—U) = ¢(U); man sagt SU(2) sei die Deckgruppe von SO(3).
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1.4.2 Permutationsgruppe Sy

Bei der Beschreibung eines Systems von N > 1 Teilchen wird das Verhalten des Systems bei
Vertauschung der Teilchen durch die Permutationsgruppe beschrieben. Die Permutations-
gruppe oder symmetrische Gruppe Sy besteht aus allen Permutationen (Vertauschungen)
von N Objekten, d.h.

Sy ={p:{1,2,...N} = {1,2,... N} |p bijektiv} . (1.46)

Man kann eine Permutation als Liste ihrer Werte schreiben,

1 2 3 n
p:(pu) p(2) p(3) p<n>>’ (1.47)

wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt, und man die nicht permutierten Elemente mit
p(i) = i weglassen kann. Im Gegensatz zu SO(3) ist Sy eine endliche Gruppe mit |Sy| = N!
Elementen. Die Anzahl |G| der Elemente einer endlichen Gruppe nennt man deren Ordnunyg.

In der Quantenmechanik ist Sy eine Symmetrie eines Systems von N identischen Teilchen,
weil deren Vertauschung das System unverdndert lasst.

Um die Darstellungen von Sy zu konstruieren, beniitzt man, dass fiir alle endlichen Gruppen
gilt: Jede nicht-dquivalente irreduzible Darstellung entspricht genau einer Klasse der Gruppe.
Somit ist die Anzahl irreduzibler Darstellungen gleich der Anzahl der Klassen der Gruppe.

Definition: Die einem Element x der Gruppe G zugehorige Klasse einer Gruppe ist die Menge
C, = {yzy 'y € G}, (1.48)

d.h. die Menge aller zu = konjugierten Elemente. Mit dieser Definition gilt der folgende Satz
iiber die Klassen einer Gruppe:

i) Jede Gruppe zerfillt in disjunkte Klassen.

ii) Eine Abelsche Gruppe mit n Elementen (der Ordnung n) hat genau n Klassen mit je
einem Element.

i) €y = {1}.

Die Klassen von Sy erschliessen sich uns mit folgender Definition. Ein Zyklus der Lange k
ist eine Permutation

ay az -+ Qg1 A Qg1 0 AN
= = a a Qi a . 149
Beispiel:
235146
<352146>_(235)‘ (1.50)



20 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Hierbei ist ein Zyklus der Lénge 1 gleich der Identitdt und ein Zyklus der Lénge 2 entspricht
dem Vertauschen zweier Elemente und heisst Transposition (ajas). Beispiel:

235146
<325146>_(2 3). (1.51)
Wir formulieren den folgenden Satz (ohne Beweis):

i) Disjunkte Zyklen kommutieren (vertauschen).

ii) Jede Permutation p € Sy kann als Produkt disjunkter Zyklen dargestellt werden; diese
Darstellung ist eindeutig bis auf zyklische Vertauschung der Eintrdge. Die Lénge dieser
Zyklen addieren sich zu N, wenn Zyklen der Lange 1 mitgezahlt werden. Beispiel:

g

iii) Jeder Zyklus kann als Produkt von Transpositionen dargestellt werden (nicht eindeutig).
Beispiel: (153) = (13)(15) = (35)(15)(13)(35).

S g>:(153)<24). (1.52)

iv) Folglich kann jede Permutation als Produkt von Transpositionen dargestellt werden. Die-
se Zerlegung ist nicht eindeutig, die Paritét (gerade oder ungerade) der Anzahl benétigter
Transpositionen ist aber eindeutig. Beispiel:

pP= ( é i :f ;l 2 ) = (13)(15)(24) = (35)(15)(13)(35)(24). (1.53)

v) Die Klassen von Sy bestehen aus Permutationen mit derselben Zyklenstruktur, d.h.
denselben Langen der Zyklen.

vi) Die Zyklenstruktur einer Permutation wird eindeutig durch eine Partition (Zerlegung)

von N definiert: A = [AAg -+~ A] mit Ay > Ag--- > A\ und 32F A = N.

vii) Eine Partition kann wiederum durch ein Young-Diagramm dargestellt werden.
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Ein Young-Diagramm ist eine graphische Darstellung einer Partition, z.B. fiir N=5,

fiir [5), (1.54)

fiir [41], (1.55)

fiir [32], (1.56)

fiir [311] = [317], (1.57)
fiir [2%1], (1.58)

fiir [217%], (1.59)

fiir [1°]. (1.60)

Gemiiss dem verausgegangenen Satz gehort zu jedem Young-Diagramm eine irreduzible Dar-
stellung von Sy. Wie sehen die irreduziblen Darstellungen von Sy in der QM konkret aus?
Dazu verwenden wir folgende Vorschrift:

1) Durch Einfiillen der Zahlen 1 bis N in ein Young-Diagramm entsteht ein Young-Tableau.
Falls die Zahlen geordnet sind, spricht man von einem normalen Young-Tableau, z.B.

11213
415

(1.61)

Auf diese Zahlen kénnen p € Sy angewendet werden.

2) Stellen Permutationen p € Sy durch Hermitesche Operatoren dar,

D(p) =P : ¥ (xy,...,2n) = Y(xpa), . ., Tpv))s (1.62)
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wobei x; = 7; ohne Spin oder z; = (73, 0;) mit Spin. Im Folgenden schreiben wir P statt
D(p) oder p. *

3) Definieren den zur Partition A = [A;--- ;] gehorigen Zeilen (Anti-) Symmetrisierungs-
operator

Sy = P, 1.63
A, = 1.64
N vy 2; (164)

wobei die Summen {iber alle Permutatationen Hy mit Zyklenstruktur A laufen und (—1)”
als +1 (—1) definiert ist, falls die Permutation P durch eine gerade (ungerade) Anzahl
Transpositionen dargestellt wird (man spricht auch von geraden und ungeraden Permuta-
tionen). Die Operatoren Sy und A, mischen die Eintrége innerhalb einer Zeile, vertauschen
aber die Zeilen nicht. Entsprechend definieren wir die Spalten (Anti-) Symmetrisierungs-
operatoren,

Sy, = _ > P (1.65)

Mldol - Nt i

. 1

Ay = ———— (-DPP, (1.66)
/\1!>\2!--->\Z!P§i

wobei hier die zugeordnete Zerlequng A zum zugeordneten Young Diagramm gehort:

N (1.67)

Die Operatoren Sy und A, mischen die Eintrédge innerhalb einer Spalte, vertauschen aber
die Spalten nicht.

Daraus konstruieren wir die irreduziblen (Anti-) Symmetrisierungsoperatoren
I, = S\A,, (1.68)
Jy = AxS). (1.69)
4) Wir beniitzen den folgenden Satz iiber die Darstellungen von Sy:

i) Die Vektoren I,|V¥) fiir |¥) € H, spannen den Darstellungsraum H, der zu A gehori-
gen irreduziblen Darstellung von Sy auf.

4Das Folgende gilt auch allgemein fiir Darstellungen von Sy, dazu bendtigt man aber die zugehérige
Gruppenalgebra.
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ii) Vektoren J,|¥) spannen denselben Darstellungsraum auf.

iii) Fir A # p werden durch I, und I, bzw. Jy und J, zwei indquivalente irreduzible
Darstellungen aufgespannt.

Es gibt zwei eindimensionale Darstellungen von Sy:

i) die identische (=symmetrische) Darstellung, in welcher PU = W fiir alle P € Sy und
v eH,

ii) die antisymmetrische PU = (—1)7V fiir alle P € Sy und ¥ € H.

Allgemeine Darstellungen sind weder symmetrisch noch antisymmetrisch sondern be-
schreiben eine andere Symmetrieeigenschaft bezgl. Vertauschungen, sog. gemischte Sym-
metrie. In der QM spielen aber die symmetrische und antisymmetrische Darstellung die
wichtigste Rolle.

1.4.3 N identische Teilchen mit Spin 1/2

Wir betrachten N identische Teilchen mit Spin 1/2, sogenannte Fermionen (s. Kapitel 3).
Der Gesamtspin ist

N
§=>"5. (1.70)
=1

Fiir den Moment ignorieren wir die Bewegung der Teilchen, beschrieben durch den Bahndre-
himpuls L. Wir haben zwei Symmetrien, die Drehsymmetrie SO(3) und die Permutations-
symmetrie Sy. Die Drehsymmetrie SO(3) liegt vor, falls kein dusseres Magnetfeld angelegt ist,
welches eine Richtung im Raum auszeichnen wiirde. Die Permutationssymmetrie Sy ergibt
sich aus der Ununterscheidbarkeit der Teilchen.

-

Wegen [H, S| = 0 kénnen wir schreiben
S.IMS) = EM|MS), (1.71)
S?IMS) = R*S(S+1)|MS). (1.72)

Weil die Teilchen identisch sind gilt [H, P] = 0 fiir alle P € Sy, ausserdem [S, P] = 0 fiir alle
P € Sy.

Die relevanten Darstellungen von Sy fiir feste Werte von S und M erhalten wir aus den
entsprechenden Young-Diagrammen. Die Anzahl spin up (down) Teilchen bezeichen wir mit
Ny und N| wobei N = Ny + N, und M = %(NT_NO =-5-5+4+1,....,9—=1,5. Die
Zusténde |SM) fiir festes S und M bilden somit eine Darstellung von Sy zur Partition
£+ 5,5 — 5], dh. zum Young-Tableau

N EIEE (1.73)
by
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wobei in der oberen Zeile % + 5, und in der unteren Zeile % — S Felder enthalten sind.

Als erstes Beispiel betrachten wir den bereits bekannten Fall von N = 2 Elektronen in
welchem der Hilbertraum geméss den irreduziblen Darstellungen von SO(3) und Sy wie folgt
aufgeteilt werden,

Hf = Ha® Ho = 3Ho @ Hy (1.74)

Wir kénnen diese Gleichung auch durch die Dimensionen der beteiligten Darstellungsraume
ausdriicken 22 = 3 +1 = 3 -1 + 1. Konkret kénnen wir eine Basis der irreduziblen Darstel-
lungsrdume beziiglich Sy durch Anwendung des irreduziblen Symmetrisierungsoperators I
auf Produktzustidnde erhalten, was der Symmetrisierung von Zeilen und Antisymmetrisierung
von Spalten entspricht. Sy besitzt nur die beiden eindimensionalen irreduzible Darstellungen,
nédmlich die symmetrische und die antisymmetrische Dartellung. Zunéchst betrachten wir
die zur Partition A = [2] gehorige vollstindig symmetrische (eindimensionale) Darstellung,
welche dreifach vorkommt:

T Meq
T M=o (1.75)
I M=o

Als néchstes untersuchen wir die zur Partition A = [11], welche der (eindimensionalen) anti-
symmetrische Darstellung von Sy entspricht:

T keine Zustande

M=0

(1.76)

keine Zustande

/]\
T
1
1
!

Fiir M = %1 ergeben sich aus der Antisymmetrisierung iiber die Spalten keine Zusténde.

Als weiteres Beispiel betrachten wir den Fall von NV = 3 Elektronen, in welchem der Hilber-
traum geméss den irreduziblen Darstellungen von SO(3) und S5 wie folgt aufgeteilt werden,

7‘[%32 =MHs/2 ® 2H1y2 = 4 © 2Hp (1.77)

Wir kénnen diese Gleichung auch durch die Dimensionen der beteiligten Darstellungsriime
ausdriicken 23 = 4+2-2 = 4-1+2-2. Wiederum konstruieren wir eine Basis der irreduziblen
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Darstellujngsraume bzgl. Sy durch Anwendung des irreduziblen Symmetrisierungsoperators
I, auf Produktzustdnde erhalten. Es gibt drei irreduzible Darstellungen von Ss, von de-
nen zwei fiir Spin 1/2 vorkommen. Zunéchst betrachten wir die zur Partition [3] gehorige
vollstandig symmetrische (eindimensionale Darstellung, welche vierfach vorkommt:

NI= MW

(1.78)

T
1
T4
L4

T
!
1
1

= & £ %

N[ N

Als néchstes untersuchen wir die zur Partition [21], welche einer zweidimensionalen Darstel-
lung von S3 mit gemischter Symmetrie entspricht:

IR
/]\
T
1
T
1
114
1

keine Zustande

keine Zustande

Die M = 43/2 Zustéande existieren in dieser Darstellung nicht, da sie beim Antisymmetrisie-
ren iiber die Zeilen verschwinden, z.B. | 11) — | 1) = 0. Aus demselben Grund gibt es keine
antisymmetrischen Zusténde (Partition [111]). Dies gilt allgemein fiir Spin 1/2 Teilchen fiir
N > 2.
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Kapitel 2

Addition von Drehimpulsen

Klassisch addieren sich zwei Drehimpulse fl und J; vektoriell, J = fl + jg Diese Bezichung
gilt auch in der Quantenmechanik, aber die Situation ist insofern komplizierter, als es sich
bei J_i, Jo und J um Operatoren handelt. Die Anwendung dieser Betrachtung sind Systeme
mit mehreren Elektronen im Zentralpotential, z. B. Atome. Wir betrachten als Erstes das
einfachste Beispiel, zwei Spin 1/2, z.B. von zwei Elektronen.

2.1 Zwei Spin 1/2 Teilchen

Dieser Fall tritt zum Beispiel bei der Berechnung des Gesamtspins im Heliumatom auf. Die
Spins werden durch Operatoren 51 und Sg, beschrieben, wobei

[S1, 8] =0. (2.1)
2, £3). Wir schreiben

Fiir jeden Spin existieren zwei linear unabhéngige Zusténde |s,m,) = |3,

1 1
|§7 +§> = |/]\> ,,Spin up“? (22>
1

und ]5, —§> =1J) ,spin down*. (2.3)

Fiir zwei Spins, S; und 52, gibt es vier linear unabhéngige Zustande,

Bl =11 = 1),
REINEIE NS -
et =10 =11,
BEINEB RIS

Diese vier Zustinde bilden eine Basis des Spinraums der zwei Elektronen, welcher als Tensor-
produkt H = H; ® Ho der Spinrdume H; und H, der beiden Elektronen dargestellt werden

27
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kann. Jetzt brauchen wir den Gesamtspin
S=5+25;. (2.5)

Hierbei ist mit §1 der Produktoperator §1 ® 1 gemeint, welcher nur aufﬁden ersten Faktor
‘H, des Produktraums wirkt, und analog fiir Ss. Aus den VR fiir S; und Sy sowie (2.1) folgt,
dass fiir den Gesamtspin (2.5)

3
[Si, SJ] = th eiijk

k=1

gilt. Somit hat S bzw. S, und S? wiederum Eigenzustiinde |s,m,), diese miissen aber nicht
mit den Produktzusténden (2.4) tibereinstimmen. Wie erhalten wir nun die Zusténde |s, ms)?
Als Erstes bemerken wir, dass die Zustande (2.4) bereits Eigenzustdnde von S, = Si, + So,
sind,

st = (3+3) 11 =1,
S = (é - %) 1) = 014).

(2.6)
S0 = (=5 +3 ) it =011,

Sy = (—3 - 1) 1) = —1144).

Offensichtlich sind die Eigenwerte von S, also +1, 0 und -1. Daraus kénnen wir erraten, dass
wir es mit einem Triplett (m, = —1,0,+1; s = 1) und einem Singulett (m, = 0; s = 0) zu
tun haben. Zum Beweis beniitzen wir die Beziehung

S? = §2=(S, +5,)2=52+82+25,-5,
= S 452 4+25..5,,
+ 512522 — 151252y + 15152, + S1yS2y
—(S104+iS1y)(S2s—iSay)
+§1x52x+i51x52y — 151y Sog + SlyS2gi

-~

:(Slm *Z’Sly)(SZ;c +i52y)

3 3
= Z =+ Z + 251,2522 + Sl+52— + Sl—SQ-‘r ) (27>

wobei S;1 = S, +iS;,. Wir haben verwendet, dass fiir Spin 1/2 gilt, dass S = 3(3+1) = 3.
Nun wenden wir (2.7) auf |11) an und erhalten

S?11) = (2-Z+2-%-%+O+O) 1) = 2 1) = s(s + )| 1) .
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Damit ist s = 1 und

H\T> = ‘S = 17ms = 1>7 (28)
wobei mg = 1 aus (2.6) folgt. Analog finden wir
W) =]s=1,m,=—1). (2.9)

Anwendung von S_ = S;_ + Sy_ auf [11) fiihrt zu [1)) + | 1), Weil [S_, S?] = 0 folgt direkt,
dass dies wieder ein Eigenzustand von S? zum selben Eigenwert h?s(s + 1) mit s = 1 sein
muss. Mit Normierung und mit (2.6) folgt

[T + 141
V2

Der vierte orthonormale Zustand ist

|19 — 1)
V2
was durch Anwendung des Operators S? iiberpriift werden kann. Man kann die Darstellung

durch den Gesamtspin auch durch die entsprechenden Darstellungsrdume, Hio @ Hijo =
7—[?/22 = Ho ® H; ausdriicken, oder verkiirzt § ® 1 =0 1.

—|s = 0,m, = 0), (2.11)

2.2 Allgemeiner Fall

Jetzt addieren wir zwei beliebige Drehimpulse J; und Jg, wobei wieder [jl, J;] = 0. Eine
Basis des (271 +1)(2j2 + 1)-dimensionalen Hilbertraums des Gesamtdrehimpulses wird durch
die Produktzusténde

|j1,j2,m1,m2> = |j17m1>|j27m2> (2'12>
gebildet. Es gilt
J12|j17j2am17m2 2j1(j1+1)|j1aj27m1am2>7
2

)= h
21 . - o .o .
J51g1s Jo, ma, ma) = R ja(jo + 1) |71, J2, ma, ma)
) =h

. o (2.13)
Jiz|d1s g2, M, ma) = Ima g, Ja, ma, ma)
Jaz|g1s G2, M, ma) = fimalji, ja, ma, ma) .
Der Gesamtdrehimpuls ist gegeben als
Ji=J+ J (2.14)

und erfiillt die Drehimpuls-VR,

3
(i Jj) = ih Y €ijidy. (2.15)
k=1
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Wir suchen die Eigenzustinde |j, m) von J? und J,. Weil die vier Operatoren
Jo, J3, I L
miteinander kommutieren, konnen wir diese gleichzeitig diagonalisieren und eine ONB
{171, j2, 3, m)}
konstruieren. Jedoch gilt
[J2,J.] #0 und  [J? Jo.] #0. (2.16)

Somit kénnen die J;, (i=1,2) nicht gleichzeitig diagonalisiert werden.

Oft ist man vor das Problem gestellt, die neuen Basiszusténde |ji, jo,j,m) durch die al-
ten (2.12) auszudriicken, genauso wie die Zusténde (2.8) bis (2.11) durch (2.6) ausgedriickt
werden. Wir konnen formal schreiben:

|j1aj27j7m> = Z |j17jé7m,17mé)(]iv]éamllvm/2|]1’j27]7m> (217)

R R A
J15J9,MM7 My
A >

v~

=1

Die Zahlen (51, j5, m}, mb|j1, j2, 7, m) heilen Clebsch-Gordan-Koeffizienten (CGK). Falls j; #
74 oder jo # jb, dann sind |7}, 75, my, mb) und |1, jo, 7, m) Eigenzustéinde von J7 (bzw. J3)
zu verschiedenen Eigenwerten. Somit miissen die Zusténde orthogonal sein; solche CGK sind
deshalb Null. Explizit:

12550+ 1) {1, Ja, my, m g, o, jom) = (1. Js, miy, ma| T, o, 4, m)

Falls j; # jj oder jy # j5 muss also (ji, g5, m}, my|j1, j2, j,m) = 0 gelten. Analog sind die
CGK nur dann # 0, falls m = m} + mj. Beweis:

hm(jiajéam/hm/2|j17j27j7m> = <ji7jé7m/17m/2|JZ|j17j27j7m>

= <]17]é7m/17m/2|<]12 + J2z|j17j27j7 m> = h(mll + m/2)<j1>jéam/1>m,2|jl7j2aj7 m> (219)
Die nicht-verschwindenden CGK haben somit die Form
(1, J2. ma, ma|j1, g2, j, M1 + ma) ,

so dass sich (2.17) zu

|j17j27jam> = Z |j17j27m17m2><j17j27mlamQ‘jbj??j?m) (220)

mi1+meo=m

vereinfacht.
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Welche j-Werte sind bei vorgegebenem 71, jo moglich? Der grofite Wert von m = my +ms ist
J1+ a2, so dass auch das groBite vorkommende j diesen Wert haben muss. Der kleinstmégliche
Wert! von j ist |j; — ja|. Zur Kontrolle wird die Anzahl der Zusténde berechnet, diese sollte
wegen (2.12) (257 + 1)(2j2 + 1) betragen. Zu jedem j gibt es (2 + 1) Zusténde,

Jit+j2 Jit+j2 Jit+j2

DTN S S
J=lj1—32| J=lj1—72| J=lj1—J2|
5 1, . ‘ . . . . . . ‘ ‘ . .
=23 (1 +72)* = (1 = j2)* + 11 = jo| + 51+ j2) + (1 + j2) = 51 — ol + 1)

= 4j1jo +2(j1 + j2) +1 = (251 +1)(2j2 + 1).

Beim Schritt (x) wurde S°7 i = Y7 i — S i = 2 (m(m + 1) —n(n — 1)) verwendet.
Zusammengefasst gilt

|71 — Jal <3 < j1+ Ja, (2.21)

wobei die erlaubten Werte von j gegeben sind als j = |71 — 72|, |71 —Jj2|+1, ..., j1+J2—1, j1 + jo.
Auch diese Tatsache kann man durch die Darstellungsraume ausdriicken,

J1+J2
My oM, = @ H; (2.22)
j=lir =7zl
Beispiel: Zwei Spin 1/2 (siehe oben):

. . 1 , . . .
31232257 Jitge=1, |j1—7jl=0.

Hier sind die CGK aus (2.8) bis (2.11) abzulesen:

<j1_%7j2_% l—i; mg = 1|L71 %7].2_%7]_1 m = :l:]'> - 17
. 1 . 1 1 1,. 1 . 1 1
(]1257]2257 :F2 2|]1 5,]2257]:1,m20> = E’
. 1 1 1 1 . 1 . 1
(]1=§,J2=§7 1=i2 mg = |]1 5,]2257]:0;7”:0) = iﬁ-

Wir konnten in diesem Fall die CGK einfach berechnen, weil wir die Zustdnde |jy, j2, 7, m)
schon kannten. Aber wie kann man die CGK allgemein berechnen?

Kann man sich klassisch vorstellen: Spins parallel = j; + jo, Spins antiparallel = [j; — ja|.
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2.3 Atome mit mehreren Elektronen

Wir kénnen den Hamiltonoperator fiir ein Atom mit Z Elektronen nach Gl. (1.3) schreiben
als

Z 2

H = (&
§ :— Hso = H i+ Ve 293
;(Qm 471'607‘7,) * = dmeg|r; — 1) + 5o c+ Vit Va, (2.23)

wobei

He — Z:: (me + Vc(ri)) (2.24)

den Ein-Elektron-Hamiltonoperator in der Zentralfeldniherung darstellt. Hierbei ist Vi (7)
das elektrostatische Feld des Atomkerns plus das gemittelte Feld der Z — 1 anderen Elektro-
nen. Vi kann z.B. mittels der sogenannten Thomas-Fermi Néherung berechnet werden; wir
beniitzen hier aber nur, dass Vi rotationssymmetrisch ist. Die Differenz der Zentralfeldnihe-
rung zur tatséchlichen Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird beschrieben durch

Z

ey ¢ 2 N ) (2.25)
= — — ;). .
! = Ameo|T; — 15| Ameor; — ©

Die zweite Korrektur ist die Spin-Bahn Wechselwirkung (s. spéter),

Z

1 1dVo(r): .
Vo= ey 5, (2.26)

2m?2 02 dr

=1

wobei I; und 3; der Bahndrehimpuls und Spin des i-ten Elektrons sind. He und V1 sind
rotationssymmetrisch und erhalten deshalb den Bahndrehimpuls I; bzw. L = Z

[He,lj) = [He, L] =0, [Vi,L]=0. (2.27)

Auflerdem sind He und Vi spin-unabhéngig, und somit gilt dasselbe tir den Spln 5; und den
Gesamtspin, S = ZZ 1 ;- Anders sieht es fiir den Term V5 aus, der weder l noch s; erhélt,
sondern nur den Gesamtdrehimpuls

=L+ (2.28)

jedes Elektrons und somit auch den Gesamtdrehimpuls

Z
=> ji=L+S, (2.29)
1=1



2.3. ATOME MIT MEHREREN ELEKTRONEN 33

d.h., [‘/2,5;] = [V4, J_] = 0. Die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses folgt aus:
JPo= G F) =1+ 87+ 200 5
J2v) e [jRG-E] =0,

- 1
., Va] o [jz,zi-sz}z[zz+sz,zzsz+§<z+s+ZS+) ~0,

wobei die letzte Beziehung analog auch fiir j, und j, gilt. Der Gesamtdrehimpuls eines Elek-
trons mit Spin s = 1/2 kann die Werte j = [l —1/2|,...,l+1/2 annehmen, d.h. im Fall [ = 0
nur den Wert j = 1/2 und sonst j =1 —1/2 oder j =1+ 1/2.

Die Terme V; und V5 sind beide klein gegeniiber Heo und kénnen storungstheoretisch behan-
delt werden (dazu mehr in Kapitel 3). Das Spektrum von H¢ ist in der Regel hoch entartet.
Diese Entartung wird durch Vi und V; teilweise aufgehoben. Wir miissen nun zwei Fille
unterscheiden:

(i) V4 > V4: Dann betrachten wir zuerst nur V;. Weil Ho + V; den Bahndrehimpuls L
und Spin S separat erhilt, sind die Eigenzustinde (2L + 1)(25 + 1)-fach entartet.
Danach betrachtet man V5 als zusétzliche (noch kleinere) Storung, die die Entartung
auf (2J + 1) reduziert. Siche Abbildung 2.1 fiir Kohlenstoff (C'), wobei die Notation
2541 ; verwendet und L = S, P, D, F, ... statt L = 0,1,2, 3, ... geschrieben wird. Diese
Situation wird auch als Russel-Saunders-Kopplung oder LS-Kopplung bezeichnet.

1S 1Sy
lD 1D2
1522522p?

3P2

3p
3P1
SPO

He He+Wp He +Vi+V,

Abbildung 2.1: Termschema von Kohlenstoff (Z = 6). Die Korrekturen V; und V5 heben die
Entartung der Elektronen teilweise auf.

(ii) Vi < Vi: Hier wird in erster Néherung Vi vernachléssigt und nur He + V, betrachtet.
Damit werden die 5@ zu Erhaltungsgréfien. Jedes Niveau mit [ # 0 spaltet in zwei
Niveaus mit j = [ &+ 1/2 auf. Erst danach wird V] als kleinere Stérung berticksichtigt,
um diese Niveaus noch weiter aufzuspalten. Diese Konstruktion heifit j7-Kopplung.

Da Vi « VZ und Vo o Z2, wendet man fiir leichtere Atome die LS-Kopplung und fiir
schwerere Atome die jj-Kopplung an. Die Grenze liegt etwa bei Blei (Z = 82).
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2.4 Herleitung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten*

Die Definition (2.17) der CGK,

|jlaj27jam> = Z ‘jia]é?mllam/2><j17957m/1>m,2|]17]27]7m>
J1:02,m MG )
1
vereinfacht sich wegen
o ji =l (i=1,2), siche (2.18) und
o« m= m} + mj, siehe (2.19)
zu (2.20),
J1, Jos Jym) = Z |71, J2, ma, ma)(Ji1, Ja, ma, malju, Ja, J,m) - (2.30)

mi1+meo=m
Das Skalarprodukt mit (j1, j2, j, m| liefert auflerdem

1 = <j17j27j7m|j17j27j7m>: Z ‘<j17j27m17m2|j17j27j7m>|2' (231)

mi1-+mo=m

Wegen Jy = Ji4 + Jog = (J¢)Jr folgt die Rekursionsformel

(1, o, ma, ma|JL |71, j2, ., m)
= V(G + 1) —m(m£1)(j1, jo, m1, malji, jo, j,m + 1)
= Vil +1) —ma(ma F 1), jo, ma F Lmaljn, ja, 4, m)
+v/j2(j2 + 1) — ma(ma F 1) (j1, Jo, m1, ma F 1|41, j2, j,m) - (2.32)

Diese Gleichung, zusammen mit (2.31), erlaubt es uns, die CGK rekursiv zu bestimmen: Hal-
te ji, j2 und j fest. Die moglichen (my, ms) sind in Abbildung 2.2 gezeigt. Die Relation (2.32)
mit dem oberen Vorzeichen erlaubt es uns, in einem Dreieck mit zwei bekannten CGK den
dritten zu bestimmen, wie in Abbildung 2.3 gezeigt. Aus (2.32) mit dem unteren Vorzeichen
erhalten wir dasselbe fiir das untere Dreieck. Das Vorgehen zur rekursiven Herleitung der
CGK ist nun folgendes: Man beginnt bei m = my + my = 7 mit m; = j; und me = j — Jji
(,Start“ in Abb. 2.2). Dann wendet man (2.32) mit dem unteren Vorzeichen an, um entlang
der Kante j; = m; alle Koeffizienten zu bestimmen. Man niitzt dabei aus, dass m; = j; + 1
kein erlaubter Wert von m; ist und deshalb (2.32) nur zwei Terme hat.

Um den Wert von (j1,Ja, 71,7 — j1l71, 72,7, 7) zu bestimmen, wihlt man die bisher beliebi-
ge Phase von |71, j2, j,j) so, dass dieser CGK einen reellen, positiven Wert hat. Durch die
Rekursionsrelation (2.32) werden dann alle CGK reell. Somit gilt

<j17j27m17m2|j17j27j» m> - <j17j27j7m|j17j27m17m2> .
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Abbildung 2.2: Rekursive Herleitung der Clebsch-Gordon-Koeffizienten am Beispiel j; = 4,
jg = 5, j = 6

m1_17m2 miy, nmyp

ml,mz—l
mlam2+1
mp, mp & my+ 1, my

Abbildung 2.3: Aus der Gleichung (2.32) abgeleitete Rekursionsschritte, wobei die obere
(untere) Figur fiir das obere (untere) Vorzeichen steht.

Den Betrag von (ji, jo, j1,7 — Jjilj1, je, J,j) bestimmt man schlielich tiber die Gleichung
(2.31). Mit der Relation (2.32) kann man fortlaufend alle CGK bestimmen. Dies ist ziemlich
miihsam, deshalb sind die CGK auch in Biichern tabelliert, wo man sie einfach nachschlagen
kann?.

20der z.B. auf http://en.wikipedia.org/wiki/Table of Clebsch-Gordan coefficients.


http://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_Clebsch-Gordan_coefficients
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2.5 Spin und Bahndrehimpuls des Elektrons*

Hier ist j; =1=0,1,2,... und jo = s = 1/2. Der Gesamtdrehimpuls ist

J=L+85 (2.33)

—.

mit [L, S] = 0. Die méglichen j sind laut (2.21)

1 1
—— <5< — 2.34

wobei j halbzahlig ist. Im Spezialfall [ = 0 ist j = s = 1/2 und ausschliesslich die CGK

) ) 1 1 . . 1 1 1
(j1=0,j42 = 5™ = 0,my Zm:i§|31 =0,j2 = 3= é,m:i?

sind verschieden von Null. Fiir [ # 0 ist j = [ £ 1/2. Die CGK findet man wie folgt: Es gibt
nur einen Zustand mit m =1+ 1/2 (,Start* in Abbildung 2.4),

1 1 1 1
h=1,70 == =1 = )=|ln=Lp==,7=l4+-m=1014+=). 2.35
|j1 1 J2 2’m1 y T2 2> |.]1 y J2 2aj +27m +2> ( )

Deshalb ist der entsprechende CGK
1

1 1
—j=l+-m=101+-)=1.

1 1
(]1 y J2 , M1 , Mo 2|‘71 y J2 5 5 5

2

Aus (2.32) mit dem unteren Vorzeichen und der Ersetzung m — m + 1 finden wir dann
(]:l+1/27 m:m1+m2:m1—|—1/2),

1 3 1 11 1 1
\/(1+5) (143) = mon+ D0 Jom = 33050+ 5o

1 1 1 11 1 1
— 1) — _Z Z = — —|l. = — 1). 2.
\/l(l+ ) (m 2) (m+2><Z,Q,m+2,2|l,2,l+2,m+ ) (2.36)

Somit erhalten wir die Rekursionsformel

1 11,1
L=m—=,=|l, =1+ =
<72’m 272|727 +27m>

[+m+3i 1 111 1
= (|2, = g | gy 1 2.
\/z+m+g<’2’m+2’2”2’ +g5m+1), (2.37)

wobei man den Vorfaktor durch ,, Ausklammern“ von [ — m + 1/2 im Zahler und Nenner
(unter der Wurzel) erhélt. Indem man (2.37) iteriert, findet man:

1 11 1 1 l+m+1
L=m— = =l =0+ = m) = =2
hgm=g5lhgitgm) 2+ 1

1
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Beweis: Vollstandige Induktion mit (2.37) und (2.35).

Analog fiir my = —1/2. Allgemein:

1 1 1,1 1 [l£m+ 3
<l,§,m1 :mZF§,m2 = iﬁ’l,é,j :l—|—§,m) = ﬁ, (238)

1 l:Fm+%

1 1 1.1 .
<l,§,m1:m$§,m2:i§|l,§,]:l—i,m>:ZF 0+ 1 (239)
ny
r~ &~ r—~|.1  — ,— Start

Abbildung 2.4: Berechnung der CGK eines Elektrons mit Spin und Bahndrehimpuls
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Kapitel 3

Naherungsmethoden

In der Quantenmechanik geht es sehr oft darum, die Schrédinger-Gleichung (SG)

ey
ihe = H(t)b (1) (3.1)

zu 16sen (vgl. auch Kapitel 1). Im nicht-relativistischen Fall ist der Hamiltonoperator fiir ein
einzelnes Teilchen im Potential V(7,t) gegeben als

H:£i+vmw. (3.2)

2m

Im Fall eines zeitunabhéngigen Hamiltonoperators H(t) = H ergibt sich die zeitunabhingige
SG, das Eigenwertproblem

Hé¢=Egp, (3.3)

wobei (7, t) = exp(—iEt/h)¢(F). Fiir einige Potentiale (H-Atom, harmonischer Oszillator,
Potentialmulden) lésst sich (3.3) exakt losen. In den allermeisten Féllen hingegen ist eine
exakte Losung nicht moglich. Dies gilt bereits bei Einteilchenproblemen, und erst recht bei
Vielteilchenproblemen. Dann kann man eine Ndiherung an die exakte Losung machen. Diese
ist umso besser, je kleiner der Fehler in der Néherungslosung fir «(7,t) bzw. E ist. Es
gibt verschiedene Néherungsverfahren, die je nach Problem besser oder schlechter geeignet
sind. Das am h&ufigsten verwendete Nidherungsverfahren ist die Stdrungstheorie. Diese kann
angewendet werden, wenn das Problem die Form

H=Hy+H' (3.4)

hat, wobei fiir Hy eine exakte Losung bekannt bzw. exakt berechenbar ist und H' eine im
Vergleich zu Hy kleine Stérung darstellt.

39
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3.1 Zeitunabhingige (stationire) Storungstheorie

Wir wollen die zeitunabhéngige SG (3.3) mit (3.4) approximativ (ndherungsweise) l6sen.
Dazu schreiben wir (3.4) um als

H = Hy+ \H’ (3.5)

mit dem Entwicklungsparameter \. Spéater werder wir wieder A = 1 setzen. Wir entwickeln
nun die Eigenzustinde |¢,,) und Eigenenergien F, von H in Potenzen von A,

6n) = In) + M) + N + ..., (3.6)
E, = e+ EW +NED 4 | (3.7)
wobei
H|¢n) = En|on) (3.8)
und
Ho|n) = €n[n) . (3.9)

Man findet fiir nicht-entartete |n),

EYY = (n|H'|n), (3.10)
oy = 3o ) (3.11)
€ €
mtn " m
H/ 2
E® = Z—|<?|_L”>| . (3.12)
mtn n m

Beispiel: Beim H-Atom im (konstanten) elektrischen Feld kann man den Stark-Effekt auf
diese Weise behandeln.

3.2 Zeitabhingige Storungstheorie

Bisher haben wir den Fall einer zeitunabhingigen Stérung H’' betrachtet. Stellen wir uns
aber vor, dass die Storung zeitabhingig ist, H'(t), dann miissen wir die zeitabhingige SG
(3.1) storungstheoretisch 16sen:

L 0P :

zha(zﬁ) = (Ho+ H'(t))¥(t). (3.13)
Beispiel: Hy beschreibt ein Atom und H'(t) das oszillierende elektrische Feld eines Licht-
strahls, mit dem wir das Atom beleuchten. Wir méchten wissen, welche Ubergdnge durch die
Einstrahlung des Lichts hervorgerufen werden.
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Wir nehmen an, die Storung werde zur Zeit ¢ = 0 eingeschaltet, d.h.
H'(t)=0, firt<0. (3.14)

Das System soll sich beim Einschalten der Stérung (¢ = 0) im Anfangszustand |¢(t = 0)) =
|thg) befinden. Dies kann z.B. ein Eigenzustand von Hy sein, |1)y) = |n) mit Ho|n) = €,|n),
wenn dieser zu einer Zeit ¢ < 0 prépariert wurde. Der Zustand |¢(¢)) nach dem Einschalten
der Storung (¢ > 0) wird sich aufgrund von Hy + H'(t) d&ndern. Wir koénnen die (bekannte)
Zeitentwicklung durch H, abseparieren, indem wir ins Wechselwirkungsbild iibergehen,

[(t)) = e~ /Py (2)) . (3.15)
Einsetzen in die SG (3.13) ergibt

Zn(g%‘wmw<» _MW@%§2)2&5+E@M”%@%®%

Die ersten Terme auf beiden Seiten heben sich weg, nach Multiplikation von links mit e?o/"

bleibt

i n(1)) = Hy(OW (1) (3.16)
d.h. |¢r(t)) erfiillt die SG mit dem Hamilton-Operator im Wechselwirkungsbild, ndmlich

H(t) = etHo/h g (1)~ tHo/l (3.17)
Man beachte, dass die Anfangsbedingung bei t = 0 geméaf} (3.15) gegeben ist als

[4:1(0)) = [¥(0)) = [¢0) - (3.18)

Wir kénnen nun (3.16) beiderseits von ¢t = 0 bis ¢ integrieren:

) = o)+ 3= [ dHO () (3.19)

Diese Gleichung enthéilt allerdings die gesuchte Losung [¢);(t)) auf beiden Seiten und ist eine
Integro-Differentialgleichung—solche Gleichungen sind meist schwierig zu 16sen. Wir konnen
aber ausniitzen, dass H' und damit H} eine kleine Storung ist. Durch Einsetzen von (3.19)
in die rechte Seite von (3.19) selbst erhalten wir

) = oo+ 3 [ B + o [avm) [ e @)

Diese Ersetzung kann beliebig fortgesetzt werden. Wir erhalten in jedem weiteren Term eine
hohere Potenz von H/(t), so dass jeder weitere Term kleiner sein sollte als der vorherige. In
tiefster Ordnung der Storungstheorie erhalten wir:

) = 1o + 5 [ Ol (3:21)
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Bemerkung: Wenn wir die Reihe (3.20) durch Einsetzen unendlich fortsetzen, erhalten wir
den Ausdruck

0) = g [ [ [ B ) )

~
zeitgeordnetes Produkt

= Te ndo W W)y (3.22)

n=0

Weil die Operatoren H/(t) im Produkt nach der Zeit geordnet sind, nennt man diesen Aus-
druck zeitgeordnete FExponentialfunktion, mit dem Zeitordnungsoperator 7T. Dieser ist aller-
dings kein richtiger Operator auf dem Hilbertraum, sondern nur ein Symbol fiir die unendli-
che Summe in (3.22). Der Ausdruck (3.22) ist formal die exakte Losung des Problems. Falls
[H}(t), H;(t')] = 0 fiir beliebige ¢,t' (z.B. wenn H} zeitunabhéngig ist), ist 7" tiberfliissig. Aus
(3.22) ergibt sich dann

[y () = e~ i Jo WHI )

was die Bezeichnung ,, Exponentialfunktion® fiir den allgemeinen Ausdruck (3.22) rechtfertigt.

3.2.1 Ubergangswahrscheinlichkeiten

Im Fall, wo wir bei ¢ < 0 den Eigenzustand |¢)y) = |i) von H, pripariert haben, kénnen
wir fragen, wie grof die Wahrscheinlichkeit ist, zur Zeit ¢ > 0 das System im Eigenzustand
|f) # |i) zu finden (Ubergang):

AN 27 | (FleHo My (4)) 7 = [e /™ Flabu (£)) 2
10+ [ awsmes| = k| [ awene o
ih Jo 0

Pisy =
2
(3.21)
~ = ﬁ

2

1 ! it' (e p—€; -
- - /0 et =<)L () ) (3.23)
Falls die Storung nach dem Anschalten bei ¢ = 0 konstant bleibt,
R fir t <0,
m(t) = { H' = const. firt >0, (3.24)

2

[(f1H]3)|”

kann (f|H'|i) als Konstante vor das Integral gezogen werden,
eit,(Ef—€i)/h t

t
dt/e’it,(€f—6i)/ﬁ - I,
\/0 Z(ﬁf — El)/h
(

() (sin(t(ef —€;)/2h) 2 iy 2
9 () s, (3.25)

1 2

] 1
Pinf = 33 |(fIH)))]? = —

h2

0

*
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sieche Abbildung 3.1. Den Schritt (x) sieht man mit

gitles—e/h _ 1 2

ilef —e)/h

eit(effei)/2h (eit(€f7€i)/2h _ e*it(effei)/2h)

= h?

€r — €

ein.

Pi—f

T T T T T T T T gf

Abbildung 3.1: Plot der Ubergangswahrscheinlichkeit p;_, ; fiir H'(t) = const., vgl. (3.25)

Wir unterscheiden diskrete und kontinuierliche Endzustande:

(i) Diskreter Endzustand |f): Fiir €5 # ¢; gilt

27h

er—e’

e Allerdings kann die Wahrscheinlichkeit p;_,; den Wert 1 nicht {iberschreiten. Falls
dies in unserer Rechnung geschieht, wird das durch Terme héherer Ordnung in der
Storungsreihe kompensiert.

e Solange t < | wiichst p;_,; wie oc t2.

o Fiirt > |62+h beginnt p;_,; zu oszillieren und abzuklingen.

sl

Falls €; = ¢;, ist p;,; o< t* (aber 1. Ordnung Stérungsrechnung bricht zusammen, wenn
>
Pisf 2 1).
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(ii) Wenn der Endzustand in einem kontinuierlichen Spektrum liegt, d.h. wenn fiir die Ener-

gieabstdnde der Endzusténde dey < 2%’1’ gilt, kénnen wir die Ubergangswahrscheinlich-

keit in ein kleines Intervall Ae; um €; herum berechnen (siehe Abbildung 3.2):

Disf =

sin (t(ef — €;)/2h) 2 e
> () e, (3.26)

€fileg—ep|<ley

Fiir ein Kontinuum von Endzusténden kénnen wir zudem die Zustandsdichte p(e)

Pi—f

/58.1"

e

& ASf

Abbildung 3.2: de; und Aey beim kontinuierlichen Spektrum
einfithren,

S F() ~ / de p(e)F (), (3.27)

wobei F irgendeine von € abhéngige Funktion sei, die auf der Energieskala de; ausrei-
chend glatt ist. Damit wird (3.26) zu

cities sin (t(e — ¢ 2
pos= [ depte (P o, (3.28)

i—Qey
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wobel wir Ae; so klein wihlen, dass |(f|H’|i)|* im Integrationsbereich niherungsweise
konstant ist und somit vor das Integral gezogen werden kann. Fiir grofle ¢t hat der Term

()

bei € = ¢; ein immer hoheres und schmaleres Maximum, wie die d-Distribution. Die
Flache unter dem ,,Buckel® ist

orh t2 2mt

R
siche Abbildung 3.3. Fiir Funktionen F'(¢), die bei € = ¢; ausreichend glatt sind, gilt
t2

%

2nht? 2mt
t K2 h

T T T 8f
2nth & 21h
K G+

Abbildung 3.3: Fiir groBe ¢ nimmt die Ubergangswahrscheinlichkeit mehr und mehr die Form
einer §-Distribution an. Die Fldche unter dem Buckel ist jedoch nicht 1 sondern 2xt/h.

deshalb, fiir hinreichend grofle t,

/Oo de F(e) (Sm (te = Ei)/Qh))Q ~ Fe) 2t (3.29)

o~ (e —€)/2 h
glatte -
Funktion —)5(6—61‘)
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Dies ist die Definition der d-Distribution,

(sin((i(e_ —65%27@) ~ 2~ ) fir grofio t (3.30)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten (3.28) sind dann

2mt H'|i)|? i), fall i — <A
gy = { I, k=] < 2 )

0, sonst.

3.2.2 Fermis Goldene Regel

Fiir die Ubergangsrate

dpi%f
I':= 3.32
o (3.32)
erhalten wir im Falle kontinuierlicher Endzusténde aus (3.31),
2m .
T = —[{fH'[i)[*ple:) (3.33)

Diese Gleichung ist bekannt unter dem Namen Fermis Goldene Regel (nach Enrico Fermi,
1901-1954). Der Giiltigkeitsbereich von Fermis Goldener Regel wird durch folgende Forde-
rungen eingeschrénkt:

27h 2mh

— <t — 3.34
Aef < (SEf7 ( )

wobei die zweite Ungleichung bedeutet, dass die Kontinuumsndherung erfiillt sein muss, und
die erste Ungleichung, dass das Intervall Aes den gesamten ,Buckel“ enthalten muss. (In
Abbildung 3.2 liegt das erste Minimum dann innerhalb des Intervalls Ae;. Fiir hinreichend
groBe t ist dies immer der Fall.) Hier hingt I' nicht mehr vom Intervall Ae; ab.

Bemerkung: Manchmal schreibt man (3.33) auch mit der §-Distribution,

(FIH'|5)[*6(ei — €f). (3.35)

2
Plep) = |

3.3 Variationsmethoden

Es gibt auch nicht-storungstheoretische Naherungsmethoden. Als Beispiel dazu besprechen
wir hier kurz das Variationsprinzip von Rayleigh-Ritz. Wir betrachten die Losungen {|¢,,) }
der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung



3.4. STREUTHEORIE 47

mit By < E; < FEy < FEjs.... Die Energie des Grundzustands ist Fy. Falls Fy = F; = Ey =
... = By < Ej4q, ist dieser k- fach entartet. Die {|¢,,)} bilden eine Orthonormalbasis, in der
der Hamiltonoperator H diagonal ist, in der Spektraldarstellung,

H =" Eultn) (. (3.36)

Der Energieerwartungswert eines beliebigen Zustandes [¢) ist dann

W) 20 ST B () (1) 2 Bl S 1) (] &) = Eo(th142)

N————
=1

Somit gilt fiir beliebige [¢))

WHW) S g (3.37)

W) —
Sucht man den Grundzustand |¢y) und dessen Energie Ej, dann kann das folgende Variati-
onsprinzip angewendet werden: Wihle eine ,, Versuchs-“Wellenfunktion |v,), die von einem
Parameter o (oder mehreren Parametern) abhéngt. Dann gilt (3.37) fiir alle |¢,) und man
kommt dem Grundzustand am néchsten mit dem «, das die linke Seite von (3.37) minimiert:

d (e H (63
d (Y| H|tha) _0. (3.38)
dor (Yalta)
Beispiel: Der harmonische Oszillator mit
2
H = L + mw?az? .

2m

Hier bekommt man mit dem Ansatz

Yo(z) = ce™
sogar die exakte Losung des Grundzustands:

(WalHlYa) o mu?

(Galtha) — 4m 4o

ist minimal fiir « = mw. Vv

3.4 Streutheorie

Eine spezielle Klasse von Problemen, die man néherungsweise losen kann, sind die Streupro-
bleme: Ein Teilchen bewegt sich auf ein Hindernis zu (anderes Teilchen, Verunreinigung im
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D

Abbildung 3.4: Streuung eines Teilchens mit Wellenzahl Eo, Masse m und Geschwindigkeit
ko/m an einem Hindernis (grauer Bereich um den Ursprung 0) mit anschliefender Detektion
(D) beim Streuwinkel 6.

Festkorper, Potentialbarriere) und wird von diesem abgelenkt bzw. gestreut, Abbildung 3.4.
Wir beschreiben das Hindernis durch ein kurzreichweitiges Potential V (7):

h2
H=— A+ V(7). (3.39)

Zur Zeit to befinde sich das Teilchen weit weg vom Streuzentrum, wo V (7') &~ 0. Wir beschrei-
ben dessen Zustand durch ein Wellenpaket

) B
(7, to) :/(—elk ag (3.40)

wobei die ebene Welle e Eigenzustand von —%A ist. Wenn das Wellenpaket um EO kon-

N
V.

NV
bt

1

ko
Abbildung 3.5: Das Wellenpaket sei um ko herum konzentriert, so dass seine Geschwindigkeit
ko/m ist.
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zentriert ist, bewegt sich das Teilchen mit der Geschwindigkeit l;:o /m auf das Streuobjekt zu,
wie in Abbildung 3.5 gezeigt. Bemerkungen:

e Die Breite des Wellenpakets ]AE | im Impulsraum darf nicht zu klein sein, sonst kommt
es schon bei ¢y zum Uberlapp mit dem Streuer (Ak = 27/Az klein = Ax grof}).

. |Al;| darf aber auch nicht zu grofl sein, da das Wellenpaket sonst zu stark ,,zerfliefit*
(Ap = hAk gro = sehr unscharfer Impuls).

Wir betrachten die Eigenzustdnde von (3.39), die weit entfernt vom Streuobjekt wegen V' = 0

die Form von ebenen Wellen ¢ haben und die wir deshalb mit Yz(7) bezeichnen. Wir
schreiben die Schrédinger-Gleichung mit (3.39) und Ejy = A%k?/2m als

h2
(%A n Ek) bel?) = VR, (3.41)
Man kann das Wellenpaket (3.40) bei ¢, auch in 1; entwickeln:
S d3k

Bemerkungen:

1. Nur Zustdnde mit £ > 0 kommen in der Entwicklung vor. Die Zustéinde mit £ < 0
sind gebundene Zusténde, die keinen Uberlapp mit (7, ty) haben.

2. Spéter wird gezeigt, dass fiir die Entwicklungskoeffizienten Ay = ay gilt.

Den Zustand zu beliebigen spéteren Zeiten erhélt man als Losung der zeitabhéngigen Schro-
dinger-Gleichung (3.1),

A3k .
(7T t) = / WQﬁE(F)AEe_lEk(t—to)/ﬁ‘ (3.43)

Beweis: Einsetzen in (3.1) und ¢ = ¢y tiberpriifen.

Wenn wir also ¢;(7) finden, haben wir das Problem gelést. Um (3.41) zu l6sen, ersetzen wir
fiirs erste die rechte Seite durch eine Diracsche d-Distribution, ;(7)V () — 6(7), so dass

(%A + Ek) Gr(7) = 6(7) . (3.44)

Die Losung Gi(7) nennt man Green-Funktion fir die (Einteilchen-)Schrodinger-Gleichung.
Die Green-Funktion ist sehr niitzlich, weil man daraus Losungen der Schrédinger-Gleichung
(3.41) fiir beliebige Streupotentiale V' (7) konstruieren kann:

— — —
/ / /

(1) = ey /d?’r'Gk(F— YV (r")r(r') . (3.45)
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Der erste Term auf der rechten Seite 16st die homogene Differentialgleichung (rechte Seite
= 0 in (3.41)) so, dass eine einfallende Welle mit k ~ ko dargestellt wird und somit Yz(7)
in der Entwicklung (3.42) auch wirklich vorkommt. Mit dem Integral wird die inhomogene
Gleichung (3.41) aus (3.44) reproduziert. (Beweis: Einsetzen in (3.41).)

Leider ist (3.45) noch immer eine komplizierte Integralgleichung fiir ¢;(7). Wir kénnen diese
aber ndherungsweise 16sen, indem wir 1);; nochmals auf der rechten Seite einsetzen und Terme
quadratisch in V' vernachléssigen, indem wir V als , kleine Storung®“ behandeln,

pp(7) = e*T + / &Pr' GR(F — V() e (3.46)

Dies ist die Bornsche Niherung. Zunéchst fahren wir aber mit der allgemeinen Losung fort.
Die Losung von (3.44) ist

m ezkr

Comh? v (3:47)

G ('F) =

Um dies einzusehen, beniitzen wir, dass fiir A in Kugelkoordinaten und 7 # 0 gilt

ik-7
(A+#)— =0.

Der Rest folgt mit dem Greenschen Satz,
otk
F)(A+ kf?)ng?“ = —Arf(0),
Be

wobei B, eine Kugel mit Radius € > 0 ist und f(7) eine Funktion. Bemerkungen:

1. Die Losung (3.47) beschreibt eine sich nach auflen ausbreitende Streuwelle. Dies ent-
e— kT

spricht den Anfangsbedingungen bei t = 0. Eine einlaufende Welle wire o
2. Der Betrag des Wellenvektors der gestreuten Welle ist ebenfalls k. Wegen

h?k?

2m

E

ist also die Energie erhalten. Dies kommt daher, dass V(7) zeitunabhéngig ist, bzw.
keine anderen Teilchen vorhanden sind, um Energie oder Impuls wegzutragen. Man
spricht daher von elastischer Streuung.

Wenn die gestreute Welle weit weg vom Streuzentrum detektiert wird, dann ist r > r’, denn
r" muss innerhalb der Reichweite von V' liegen, um erheblich beizutragen. Somit wird in



3.4. STREUTHEORIE 51

(3.46), (3.47)

- - 2% - 17
RF— 7| = kyJr2— 27 7+ ()2 ~ ke [1— —
_’\'_; — — —
~ kr(l—r2r>:kr—k:7”-f:k:7’—k:’-r’,
r

wobei k' := k7 der Wellenvektor der gestreuten Welle im Fernfeld ist. Wir kénnen deshalb
fiir die Asymptotik im Fernfeld schreiben:

ikr

— fe() (3.48)

Yp(r) = e+
mit der Streuamplitude

m

Q) = —5 = / &Cr'e TV (7 () (3.49)

3.4.1 Born-Néiherung

In der Born’schen Néherung vereinfacht sich die Streuamplitude zu

oy M 3 1 —i(F—F)r _ oo
@) =~ [ dr'e” V(F) Wﬂx/(/ﬂ 5. (3.50)

Dabei ist \A/(l;’ — E) die Fouriertransformierte des Potentials und €2; hangt nur von der Rich-
tung 7 ab.

Wir zeigen jetzt noch, dass Ap = aj. Dazu benétigen wirdie Born’sche Néherung nicht. Dazu
16sen wir (3.46) mit (3.47) nach e**7 auf und setzen dies in (3.40) ein:

(7, to) = / Tk e (vetr d*r ’@Wwﬁ) (3.51)
, Lo (27T) & 7 — 7| E : .
Im zweiten Term kommt
dSk ik|F—r i
/ (27r)3a,—€'e d |1/1E(r’) (3.52)

vor. Und weil a; um k ~ ko konzentriert ist, gilt ko >> \l;: — /;:0], so dass

ko= \/(12:'0+/€—/250)2x\/kg+2/20~(/2—/50)

X
T~
o
VR
—_
+
?v| ™
(=] e
—
oud]
|
gl
N—
N~
I
>
(e}
oudl]
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so dass (3.52) zu

Bk g S .
/ e g () = ol = 7)), () (3.53)

wird. Aber ko|7 — 77| befindet sich rechts vom Potential (siche Abbildung 3.6), deshalb ist
(3.53) gleich Null und (3.51) wird zu

Y(T,to) = / %%W(ﬁ :

Vergleich mit (3.43) zeigt Ay = az. Mit (3.42) und (3.48) ist das Wellenpaket bei ¢t > t

VAN

b

Abbildung 3.6: ko|r" — 7] liegt rechts vom Potential.

gegeben als

d3k. ei(k'r‘—Ek(t—to)/ﬁ)

D7) = (. 1) + / i fi(), (3.54)

mit dem , frei propagierenden* Wellenpaket

- &’k ik-F—iEy(t—to)/h
¢0 (7”, t) = W&E@ .

Falls die Reichweite Ar von V() klein genug ist verglichen mit 1/Ak, wobei Ak die Breite
des einfallenden Wellenpakets im k-Raum ist, dann folgt aus (3.49), dass

fi(Q) =~ fi (Q7) (3.55)

fiir alle vorkommenden k. Damit wird aus (3.54)

[z, (27)

r

Wolkor,t), (3.56)
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Abbildung 3.7: Rechts vom Streuzentrum wird der Zustand durch einen ungestreuten (,frei
propagierenden®) und einen gestreuten Beitrag beschrieben.

dies ist in Abbildung 3.7 illustriert. Die Wahrscheinlichkeit pro Raumwinkel, dass das Teilchen
in Richtung Q gestreut wird, betrigt

d
g = e, @1, (3.57)

Dies ist der differentielle Wirkungsquerschnitt. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen
iberhaupt gestreut wird, ist das Integral von do/df) iiber den Raumwinkel d{2,

~ [ a1 @0

der totale Wirkungsquerschnitt.

3.4.2 Partialwellenzerlegung

Falls das Potential rotationssymmetrisch ist, V() = V(|7]), dann kann man bei der Berech-
nung (3.49) der Streuamplitude beniitzen, dass die Eigenzustande 1; gleichzeitig als Eigen-
zustédnde des Drehimpulses gewéhlt werden kénnen, ¢y = R(r)Y;, (0, ¢). Allerdings besitzt

die einlaufende Welle ¢ diese Symmetrie nicht. Man kann aber trotzdem die einlaufende
Welle in einer Eigenbasis des Drehimpulses entwickeln,

T
kT — 5 > i (21 + 1) P(cos 0) (hu(kr) + hj (kr)) (3.58)
1=0
mit den Legendre-Polynomen P, und den sphérischen Hankelfunktionen h;. Im Fernfeld be-
schreibt h;(kr) ~ e=*" /i 1kr eine einlaufende, und hj(kr) ~ €7 /i""1kr eine auslaufende
Kugelwelle. Bemerkung: Wir haben k||Z gewéhlt. Fiir die Streuzustdnde kann man nun an-
setzen

o0

Z (21 + 1) Py(cos 0) (hy(kr) + sh (kr)) . (3.59)

=0
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Dies ist die Partialwellenzerlegung des Streuzustandes; der [-te Term der Summe heisst Parti-
alwelle zum Drehimpuls [ oder I-Welle. Aus der Teilchenzahlerhaltung innerhalb jeder Parti-
alwelle folgt |s;| = 1, und man schreibt s; = €2 und nennt ¢, die zu [ gehérende Streuphase.

Aus dem Vergleich mit Gl. (3.48) im Fernfeld findet man
F0)=>" fi(6) (3.60)
1=0
mit den Partialwellen-Streuamplituden

fi(0) = %(2[ + 1) Py(cos §)e™ sin &, (3.61)

wo 0; die Streuphase ist.

Der totale Wirkungsquerschnitt ist

4
o= o= /TZ S @1+ 1)sin s (3.62)
l

l

Entwickelt man die stationdren Zusténde (7)) (3.48) nach radialen Eigenfunktionen und
Kugelfunktionen, findet man mit (3.61) und P,(1) = 1 das optische Theorem,

4
v = %Im[ £(0)] . (3.63)
gestIeute \_V_/

Teilchen
Verlust in
Vorwaértsstreuung



Kapitel 4

Nicht-relativistische
Vielteilchensysteme

4.1 Zweite Quantisierung

In diesem Kapitel betrachten wir Systeme mit vielen Teilchen, N > 1, sowie Systeme, deren
Teilchenzahl N nicht konstant ist. Dazu fithren wir den in diesem Fall addquaten Formalismus
ein. Beispiele sind Elektronen in Mehrelektronenatomen sowie in Metallen, und sog. entartete
Quantengase.

4.1.1 Identische Teilchen

Wir betrachten N identische Teilchen. Deren Zustand wird durch die Wellenfunktion

77[)(1’1,1'2, ...,fL’N)

beschrieben, wobei z; = (75, 0;) Ort und Spin des i-ten Teilchens bezeichnet. Was heif3t
yidentisch“? Um dies herauszufinden, miissen wir Teilchen vertauschen! Eine Vertauschung
von zwei Teilchen ¢ und j (eine sog. Transposition) wird durch den Permutationsoperator P;;
(1 # j) beschrieben, wobei

-Pijw(l‘h vy Ly ooy Ly, ...,ZEN) = 1/)([E1, vy Ly eeny Ty ...,ZEN). (41)

Die Eigenschaften von F;; sind

(i) P, ist unitdr (erhélt das Skalarprodukt),

(ii) P2 =1,

Y

95
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(iii) aus (i) und (ii) folgt Pj] = P,;: hermitescher Operator mit Eigenwerten A = %1.

Eine allgemeine Permutation P von N Teilchen, i — o (i), i € {1,..., N},

P@D((El,...,l‘]\r) :@D(Ztg(l),...,l‘g(n)), (42)

kann immer als Produkt solcher P;; dargestellt werden. Die Anzahl der P;; ist dabei nicht
eindeutig, aber deren Paritdt (gerade/ungerade Anzahl von Transpositionen) ist es wohl.
Man nennt eine Permutation

gerade, (—1)” = sgn(P) = +1, falls P ein Produkt geradzahlig vieler P; ist, bzw.

ungerade, (—1)" =sgn(P) = —1, falls P ein Produkt ungeradzahlig vieler P;; ist, (4.3)

ausserdem gilt immer (+1)” = 1. Die Permutationen von N abstrakten Objekten bilden die
Gruppe Sy mit N! Elementen. Zur Beschreibung von N identischen Teilchen benotigt man
eine Darstellung D von Sy auf dem Hilbertraum von N Teilchen,

D:oceSyw— P, (44)

wobei P ein unitdrer Operator auf dem Hilbertraum darstellt. Hier kann D eine reduzible
Darstellung sein, man kann sich aber allgemein auf die Diskussion von irreduziblen Dar-
stellungen beschrénken (dazu vergleiche man die Darstellungsheorie der Drehgruppe). Der
Einfachheit halber schreiben wir von jetzt an ,P € Sy* statt P = D(0), o € Sy. Was heifit
nun identisch?

Die Vertauschung von identischen Teilchen ist nicht messbar,

d.h. der Erwartungswert einer beliebigen Observable O = OT ist derselbe fiir den Zustand
Py) wie fiir |¢). Deshalb gilt fiir jeden Zustand ¢ identischer Teilchen, jede Observable
O = O', und jedes P € Sy,

(®|Olp) = (Y| PTOP|Y). (4.5)

WEeil diese Relation fiir jeden Zustand v gilt, kann man sie auch als Operatoridentitét for-
mulieren,

O = P'OP, bzw. [P,0] =0 (4.6)
Dies gilt insbesondere fiir den Operator fiir die Energie, den Hamilton-Operator:
P, H] =0, (4.7)

fiir alle Permutationen P, somit ist Sy ist eine Symmetriegruppe. Die N! Zustéinde Pt sind
physikalisch ununterscheidbar - gibt es sie wirklich alle? Antwort: Nein, in der Natur gibt es
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nur zwei mogliche Linearkombinationen®

1
s = —— P symmetrischer Zustand), 4.8
0 Vo Py (sy ) (4.8)

T PeSy

W, PPy (antisymmetrischer Zustand). (4.9)

1
)
NI PeSy
In der Sprache der Darstellungstheorie kommen in der Natur? nur die zwei eindimensionalen,
irreduziblen Darstellungen von Sy vor, die vollstindig symmetrische und die vollstandig

antisymmetrische. Fiir die Vertauschung zweier Teilchen i # j gilt

-P”ijs - ¢S )

Pijwa = _¢a .
Da [H, P] = 0 fur alle P, ist die Symmetrie der Wellenfunktion (sog. Statistik oder Teilchen-
statistik) fiir eine Gruppe identischer Teilchen festgelegt und kann sich unter Zeitentwicklung
mit dem Hamiltonoperator H nicht dndern.
Die Symmetrie von 1, heifit Bose-Statistik und die von v, heifit Fermi-Statistik. Die da-
zugehorigen Teilchen heiflen Bosonen bzw. Fermionen. Spéter finden wir daraus mit der
relativistischen Quantenmechanik das Spin-Statistik-Theorem:

Bosonen < ganzzahliger Spin,
Fermionen < halbzahliger Spin.

4.1.2 Der (Anti-) Symmetrisierungsoperator

Wie konnen wir die in der Natur erlaubten symmetrischen und antisymmetrischen Zusténde
bilden? Die Vorschriften (4.8) und (4.9) enthalten die (Anti-) Symmetrisierungsoperatoren,

Sy = \/LJ\T ZPGSN(:I:)PP, (4.10)
wobei
P +1, P gerade,
S { +1, P ungerade. (4.11)

Wir beginnen mit einer vollstindigen Orthonormalbasis (VONB)
(i)}, i=1,2,3,..
fiir ein einzelnes Teilchen. Eine VONB erfiillt
(il7) = 0i5, (4.12)
> lipil =1. (4.13)

IMan beachte, dass die Zusténde 1, und 1, im allgemeinen nicht normiert sind.
2Dies gilt in drei Raumdimensionen. In zweidimensionalen Systemen existieren die sogenannten Anyonen.
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Beispiele: Ebene Wellen {|k)}, Atomorbitale {|n,l,m)}, ...
Eine ONB fiir N Teilchen kann dann aus den Produktzustanden

gebildet werden, wobei sich das k-te Teilchen im Zustand [if) befindet. Die (anti-) symme-
trischen Basiszusténde erhalten wir jetzt durch Anwendung von Sy,

: : : 1 . : .
Siliny oy gy ooy in) = i Z (£1)PPliny ooy ity oy IN) - (4.15)

" PeSn

Fiir Fermionen folgt daraus das Pauli-Prinzip (Ausschlussprinzip),
I = b = S_|i1, e Uy ooy Ty oy ZN> =0. (416)

Grund: Jeder Term tritt zweimal auf, mit ungleichen Vorzeichen.

Eigenschaften von S.:

(i) Fiir jedes P € Sy gilt

PSy = {PQ|Q € SN} =Sy und

SyP = {QP|Q € Sy} = Sn (4.17)
Beweis: Folgt aus der Existenz des Inversen in der Gruppe Sy.
(ii) Anwendung einer Permutation P auf die Projektoren S.:
PSy = SyiP = (£1)7S,. (4.18)
Beweis: (i) und Definition (4.10).
(iii) Normierung:
1S_ ity ooy )2 = (ity ooy in|SES_ i1, vorin) = {[1) iilrll:’“ FUVR AL 4 1)
1S4 1, oo in))2 = (i1, ooy in| ST S iy oyin) = malngl-- -, (4.20)

wobei n; die Vielfachheit des Zustands ¢ in |iy, ..., ix) bezeichnet.
(iv) (S1)? =V N!S., d.h. die Sy sind (bis auf den Faktor v/ N!) Projektionsoperatoren.

(v) Ein beliebiger Zustand von N identischen Teilchen kann in den Zustédnden Sy|iy, ..., in)

entwickelt werden: 4

A
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,,,,, iN
Der physikalische Zustand ist dann
Sel) = D iy Selin, in) = Y dh i i) (4.21)

115N U1y iN

. / . 1 o .. ) o . . .
wobei ¢, i = T Y oesn (FL)7Ci i, Symmetrisierte Koeffizienten sind.

4.1.3 Besetzungszahlbasis

Die Zustéande

1
\/7’L1!7’L2! s

Silit, dg,...,in)  (Bosonen)
S_|it, iy .y in) (Fermionen)

sind normiert® und spannen den Hilbertraum von N identischen Teilchen auf. Falls wir aber
alle moglichen iy, is, ..., i) verwenden, dann tritt nach dem Anwenden von Sy derselbe Zu-
stand mehrmals auf, da |iq,...,ix) und Pliy,...,iy) den selben Zustand ergeben (bis aufs
Vorzeichen bei Fermionen). Um eine (linear unabhéngige) Basis zu erhalten, diirfen wir nur
einen ,, Vertreter® dieser durch Permutationen verbundenen Produktzustdnde verwenden. Ei-
ne eindeutige Charakterisierung der unabhéngigen Basiszusténde ist moglich durch Angabe
der Besetzungszahlen,

|ny,mg, ...) == Vﬁ&'?l’ 2:2’ 7ZN> (Boson‘en), (4.22)
S_li1,ig,...,in)  (Fermionen).

ny gibt an, wie oft 1 in {iy,d,...,ixy} vorkommt, etc. Wegen dem Pauli-Prinzip ist bei
Fermionen n; = 0 oder n; = 1, wiahrend fiir Bosonen n; = 0,1, 2, 3,4, ... gilt.

Die Besetzungszahlbasis {|nq,ng,...)} bildet eine VONB fiir den Hilbertraum .y fiir N =
>; ni identische Teilchen,

(n1,mg,...InY, My, ...) = Oppt Onyny ... Orthogonalitét und Normierung, (4.23)
Z |n1,ng, ...)(n1,na, ...l =1 Vollstandigkeit. (4.24)
n1,12,...

Wir kénnen die Hilbertrdume ¢y fiir N =0,1,2,3, ... im Fockraum zusammenfassen:

H =A@ IS DO ... = P A (4.25)
N=0

3Bei den Fermionen schliefen wir diejenigen Zustiénde, die bei Anwendung von S_ verschwinden, aus.
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Die direkte Summe ¢ kann gelesen werden als ,,das System hat entweder 0 oder 1 oder 2
.. Teilchen”. Die kombinierte Besetzungszahlbasis {|nj,ng,...)} mit unbeschrankter Summe
>; n; ist eine VONB des Fockraumes. Der Raum %) der Zustidnde ohne Teilchen ent&hlt nur
einen (linear unabhéngigen) Zustand, das Vakuum

0) =10,0,0,...). (4.26)

4.1.4 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Bosonen

Einteilchenoperatoren, z.B. fiir Ort z; oder Impuls p; erhalten die Teilchenzahl, genauso die
Zweiteilchenwechselwirkung V(:CZ, z;), sowie der Hamiltonoperator H,

i p, V, H: My — Ay (4.27)

Es wird aber sehr niitzlich sein, Operatoren zu definieren, die verschiedene Sektoren .7,
¢ des Fock-Raumes miteinander verbinden.

Der Erzeugungsoperator erhoht die Besetzungszahl um 1,
all.ng, )= vVni+1..,n+1,..). (4.28)

Adjungiere (und n; — n}):

(congyJap =+/ni+ 1. n;+1,..],

multipliziere mit |..., n;, ...):

(ol gy ) = /G A 1m0, ) = VN0, g - (4.29)

D.h. a; erniedrigt die Besetzungszahl n; um 1.

Vernichtungsoperator:
) ‘ . \/ﬁz|,nl—1,>, TLZ2 1,
iy Mgy o) = { 0 n— 0. (4.30)
Beweis:
ail.niy )= Y Ll ) aglna, )

n;=0

Z | \/ﬁz(snln+l

n;=0

_ {mem—LJ > 1),
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Aus diesen Eigenschaften von a; und aI sowie der Vollstandigkeit der Besetzungszahlbasis
folgen die Vertauschungsrelationen fiir Bosonen:

19

la;,a;] = [aT aq =0, (4.31)
[ai,aﬂ _— (4.32)

Man beachte die Analogie zu den Vertauschungsrelationen zwischen den Leiteroperatoren
beim harmonischen Oszillator. Beweis: (4.31):

1 =7 : Klar,

I aja}\...,ni,...,nj, )
= \/ nl +1) (nj + D)oy ni4+ 1, n +1,.00)
= a all... Njy..n)

(4.32):

i=7: lai,alll...,ng,..)

(azaT aTaz)| My o)

iv’ i+ \/>nz = Vi) |-y i)

Nun konnen wir Besetzungszahl-Basiszustédnde durch Erzeugungsoperatoren darstellen, aus-
gehend vom Vakuumszustand,

Iy, ) = ﬁ (al)"™ ()™ 10y (4.33)

Die ,Navigation® im Fockraum erfolgt durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (siehe
Abb. 4.1). Den Teilchenzahloperator konstruiert man sich iiber den Besetzungszahloperator

al al al a'
A/
I S %) I
/ N~ M~ ~ ~ =~
a a a a a

Abbildung 4.1: Navigation im Fockraum mittels Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.
fiir den Einteilchen-Zustand |7),

2
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Dessen Wirkungsweise auf Besetzungzahlzustédnde ist

Daraus ergibt sich die Gesamt-Teilchenzahl als
N=> i, (4.36)

mit der Wirkungsweise

N!nl,ng,ng,...> = (an> |’I’L1,TL27TL:3,...>. (437)

—_——
=N

Fiir nicht-wechselwirkende Teilchen kénnen wir als Einteilchenbasis {|i)} die Eigenbasis des
Hamilton-Operators wihlen (Eigenwerte ¢;). Dann gilt

H=> ei. (4.38)

4.1.5 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Fermionen

Der Formalismus fiir Fermionen ist fast analog zu dem fiir Bosonen, aber n; kann wegen
dem Pauli-Prinzip nur die Werte n; = 0, 1 annehmen. Wegen der Anderung des Vorzei-
chens bei Vertauschung von Teilchen muss zudem auf die Reihenfolge der Anwendung von
fermionischen Operatoren geachtet werden (Anti-Vertauschungsrelationen).

Erzeugungsoperator:
S_li1, iz, ..yin) = al al, -+~ al |0). (4.39)
Es folgt z. B.
S_|ig, i1, ..yin) = aLaL e aZTN|O) = —S_|i1,i2, .., in) = —aglal; e aZT»N]0> (4.40)

und damit der Antikommutator

{a! ;alY:=dalal +alal =0. (4.41)

i Qi i By T iy i,
Fiir 41 = iy ergibt sich
(al)? =0, (4.42)
d.h. zwei Fermionen konnen nicht denselben Zustand besetzen (Pauli-Prinzip). Die Beset-

zungszahlzustéinde konnen, wie bei Bosonen, mittels Anwendung von Erzeugungsoperatoren
auf das Vakuum dargestellt werden,

Iny,na,...) = (@)™ (a})™...]0)  mit n; =0, 1. (4.43)
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Die Reihenfolge der aj ist dabei wichtig und muss einmal festgelegt werden. Dann folgt fiir

den Erzeugungsoperator:

2

allong, )= (1—ny) (=1)Z<™ | n;+1,..).
S~ Y——
Pauli-Prinzip Vorzeichen

(wegen Anti-VR)

Adjungiere und erhalte die Matrixelemente
(oo gl mly ) = (1= mg) (= 1)< 8, g
Somit
ailonfy ) = > L) (e, ail g )
ni=0,1

= 3 e ) (L= 0 (1T,
=0,1

il m) — 1, (1= 0)(—1)>6<i™

)

ni(—1)2i<i™|.nl—1,..).

2

Somit gilt fiir Erzeuger und Vernichter von Fermionen:

all.oni, ) = (1—ng)(=1)Z<i™|. n;+1,..),

ai]...,ni,...> = nl(—l)ZKan‘,nl—l,)
Daraus erhalten wir dann auch die Besetzungszahloperatoren
fli = GI(IZ' N
wobei
ﬁi|...,ni, ) = TLZ’, n;, > y

wie fiir Bosonen, sowie die allgemeinen Anti-Vertauschungsrelationen

{a,0} = {al,a} =0,
{ai,ai} = 51]

Das heifit, in den Vertauschungsrelationen fiir Bosonen [A, B|

(4.44)

(4.45)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
(4.51)

[A, B]- = AB — BA miissen

generell Kommutatoren durch Anti-Kommutatoren {A, B} = [A, B], = AB + BA ersetzt

werden, wenn es um Fermionen geht.
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4.1.6 Operatoren in zweiter Quantisierung

Wir betrachten zuerst Einteilchenoperatoren. Ein Operator T' des N-Teilchensystems sei eine
Summe von Einteilchenoperatoren,

N
T:t1+t2+...+tN:Zta, (4.52)

a=1

z.B. die kinetische Energie t, = p2/2m, der Impuls p, oder das Potential U(,). Fiir ein
einzelnes Teilchen findet man 7' = t. Die Notation t, bezeichnet streng genommen einen
Operator, welcher nur auf den a-ten Faktor im Produktraum wirkt, ¢, = 10 1®...®t®.. .,
wobei ¢ an der a-ten Stelle erscheint. Die Matrixelemente bzgl. einer Einteilchenbasis {|i)}
haben dann die Form

tiy = (ift]7) - (4.53)
Mit der Vollsténdigkeit der Einteilchenbasis, >, |9)(i| = 1, folgt damit,

t= 20 Q3G = Sl (454)

t”

Fiir N Teilchen erhalten wir mit (4.52),

T = Zm Zr (il (4.55)

wobei

a-tes
Teilchen

Va(jla=101®..® [i){j] ®.o1.
Um T durch Erzeuger und Vernichter darzustellen, betrachten wir die Wirkung auf einen
Besetzungszahlzustand.
Bosonen (i # j):

N N

1
Dalilaloe iy sng, ) = ——— S D)o (il S lin, G, ..y d
Zl><]|| 7 > \/Wazz:l|><]| +|1 2 N>
1 N

= > liYalila lit iz, .orin)

\/nl'ng nglngl

a=1

—
*
~

a=1

—_———
ersetzt |j) durch
|4) fiir n; Terme

1 n; + 1 . .
= njl..,j —i...)
\/nl'ng ni+1ln; =11 /ng
i+ 1
= ny mi |,nz+1,,n]—1,> :aiaj|...,ni,...,nj,...>. (456)

N
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In Schritt () wird verwendet, dass S~ i), (j] ein symmetrischer Operator ist und daher
mit Sy vertauscht. (Auf die Relhenfolge der Teilchen kommt es nicht an, da mit o ohnehin
tiber alle Teilchen summiert wird.) Gegeniiber der vorigen Zeile ist im Zustand |...,...) ein
Teilchen weniger im Zustand |j) und daftr eines mehr im Zustand |¢). (Und das n;-mal wegen
der Summation iiber «, daher der Vorfaktor n;.) Fiir ¢ = j wird in (4.56) |i) n;-mal durch |i)
ersetzt:

(4.56) = nl...,ns,...) = ala;|...,n;, ...) .

(2

Damit gilt fiir alle ¢, j

N
Z 1) a(ila = a;‘raj . (4.57)
a=1
Also, mit (4.55),
T = Z tijajaj . (458)
ij

Fermionen: Selbes Resultat. Herleitung (i # j):

Z| (GlaS_|i1, ... in S_Z| Glalit -y in) (4.59)

= nj(l —n;) S—ﬁl, ~-~,ZN> = aiaj]...,ni, ey My )
——

Pauli-Prinzip

(459) == niS_ﬁl, '--7%N> == CLICLZ‘ |...,ni, > .
~—

Zweiteilchenoperatoren:

V= 3 S ol ma) = 5 3 3 foglolhm) ibali)s(hla(mls.

a#f a#ﬁzykm

=Vijkm

Beniitze nun

D Dali)s(Klalmls =) li)alklali)stmls

otf ot
= Z! (Klals)a(mls — k1) Z! (mlq
6kj
= alaka}am—a}t [ak,a}] A, anTaTakam
+
—_———
—01;

= aTaTamak , (4.60)
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wobei
| {A,B} fiir Fermionen (+),
4, Bl = { [A, B] fiir Bosonen (—). (4.61)
Der Zweiteilchenoperator in der zweiten Quantisierung lautet deshalb
1
V = 5 Z ’Uijkmaza/}amak . (462)
,9,k,m

Mit den Einteilchen-Wellenfunktionen ¢;(z) = (z|i) ist die explizite Form der Matrixelemente

vt = [ Aradsa0] (20)6300)0 (s 25)n(z0) o (25). (4.63)

4.1.7 Feldoperatoren

Fiir ein einzelnes Teilchen geschieht der Wechsel von der Basis {|i)} zur Basis {|\)} durch
den Zusammenhang

A) = Z DIGRYE

——
=1

Fiir die entsprechenden Operatoren gilt

af = Y (iNal, (4.64)

i

ay = Y (Nia. (4.65)

(2

Wichtig ist, dass dabei die Vertauschungsrelationen unverdndert bleiben. Ein Spezialfall ist
die Ortsbasis {|7)},

¢i(7) = (7).

Die zugehérigen Vernichtungs- und Erzeugungs-Operatoren sind die Feldoperatoren,

o) = D ailMa:, (4.66)
GRS AGDS (4.67)

Das Hiitchen ,,”“ dient zur Unterscheidung von der Wellenfunktion und wird spéater wieder

weggelassen. Die Feldoperatoren haben folgende Bedeutung

(7)) erzeugt

() bt }ein Teilchen im Ortseigenzustand |r7).
7)  vernichte



4.1. ZWEITE QUANTISIERUNG 67

Die Vertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren lauten (mit [A, B]x = AB 4+ BA)
@00 = [§@)], =0, (4.68)
O] = 6. (4.69)
Beispiele fiir Einteilchenoperatoren in Form von Feldoperatoren sind die kinetische Energie

2
[ @it (-5mn) b0 (4.70)
und das Einteilchen-Potential

[ #rv@i @i, (4.71)

Die Zweiteilchenwechselwirkung nimmt die Form

1 R
_ /

5 [ S O (172

an. Mit Operatoren kann der Hamiltonoperator wie folgt dargestellt werden,
N h? A
o= [ @i (-5 vm) i)
2m
1 . N AT
4y [ @O VA, (173

Der Teilchendichteoperator ist

~

) =Y 67— 7a) = G (F) () . (4.74)
Die Gesamtteilchenzahl ergibt sich daraus als
N = / &ri(F) = / Brt () (7). (4.75)

Die Gleichung (4.74) sieht aus wie eine Wahrscheinlichkeitsdichte und (4.73) wie ein Energie-
erwartungswert fiir V' = 1 Teilchen mit Feldoperatoren ¢(r") statt Wellenfunktionen ¢ () und
n(r) statt n(7). Diese Ahnlichkeit ist der Grund fiir die Bezeichnung ,,zweite* Quantisierung.

Bewegungsgleichungen (Feldgleichungen)*

Wegen der Ahnlichkeit zu Erwartungswerten findet man fiir die Zeitentwicklung der Feld-
operatoren in Analogie zu (1.6)

RO 1) = [&(F,t),H]
= (_%A+U(f>> O(F 1) + / Ert (7 OV (F (e (7, 1),

(4.76)
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wobei (4.69) und (4.73) verwendet wurden. Dies sieht aus wie die Einteilchen-Schrodinger-
gleichung. Aber: Der Wechselwirkungsterm ist nicht linear in ¢! Nur fiir V' = 0 erhélt man

das Einteilchen-Problem. Aus (4.74) erhélt man

n(t) = =V - j(7)

mit der Teilchenstromdichte

77 =~ (9ted — (1) )

4.1.8 Impulsdarstellung

Translationsinvariante Systeme: Impuls ist erhaltene Gréfle, wihle Impulsbasis
1

Op(7) = (7TF) = =™

Erzeuger, Vernichter: a%, ap. Hamiltonoperator (vgl. Abbildung 4.2):
H= Z—a “ap + — ZU, kak,ak quapwaﬂ R
kK k Bd

mit den Matrixelementen

"u(7) .

Upz = V [0pWW@eeidr = [ D@y
dPre

-]

Offensichtlich ist v; die Fouriertransformierte des Potentials v(7), wobei v(7%, 73) = v(7

Durch Fouriertransformation der Dichte erhilt man

. 3 —ig T _
nq—/drn E aap+q

4.1.9 Spin

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

a—T5)-

Um Teilchen mit Spin, z.B. Elektronen, beschreiben zu kénnen, beniitzen wir folgende No-
tation: die kombinierte Variable x := (7, o) beinhaltet sowohl den Ort 7 wie auch den Spin
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k—g pP+q
- -
k p

Abbildung 4.2: Impulsiibertrag von ¢, dargestellt in einem Feynman-Diagramm.

o € {1, |} eines Teilchens. Der Feldoperator kann entweder als Funktion von z oder se-
parat als Funktion von 7 und Spin o (als Index) geschrieben werden, ¢ (z) = 1, (7). Die
Vertauschungsrelationen lauten im letzteren Fall

bo), 05 (7)] | = o0 (7= 17). (4.83)
Die Teilchendichte ergibt sich als Summe der Dichten fiir die Spinkomponenten,

W(7) = el (7)1 (7) Zno , (4.84)
und der Hamiltonoperator fiir spin-unabhéngige Wechselwirkung hat die Form
> J { o VO >W0<f>+v<mz&;<m<f‘>}
#33 [ @Y P ) ) (1.5

oo’

Wir kénnen fiir Teilchen mit Spin auch den Spin-Dichteoperator einfithren; dieser lautet in
,,erster Quantisierung”

S(F) = 6(F—74)Sa, (4.86)

wobei S, den Spin-Operator des Teilchens o bezeichnet. Fiir Spin—%—Fermionen (z.B. Elek-
tronen) gilt

(4.87)

mit den Pauli-Matrizen & = (04, 0y, 0,), und somit, in ,,zweiter Quantisierung”,

Zw* )G 5.0 (7). (4.88)

o,0’
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4.2 Spin-1/2-Fermionen

Als erste Anwendung unserer nicht-relativistischen Vielteilchentheorie betrachten wir eine
Ansammlung identischer Fermionen mit Spin 1/2. Typischerweise handelt es sich hier um
Elektronen in Metallen. Wir betrachten hier die Idealisierung des freien Elektronengases,
U(r) = 0, die fiir viele Metalle eine erstaunlich gute Naherung darstellt, wenn man bedenkt,
dass das Potential der Atomriimpfe (Ionen) einfach vernachlassigt wird. Der Hamiltonopera-
tor fiir das freie Elektronengas in zweiter Quantisierung lautet

h2k? 1
= f t i
"= Z om oo T3 Z Vg 0 0O _ g 1Y 01 O (4.89)

Aus der Coulomb-Wechselwirkung

e
= 4.90
V) = Treol (4.90)
wird durch Fouriertransformation im Impulsraum (siehe (4.82))
1 e
= 491
Uq Vv €0q2 ) ( )

wobei mit V' das Volumen gemeint ist.

4.2.1 Nicht-wechselwirkendes Elektronengas

Wenn wir auch noch die Wechselwirkung weglassen, Vz — 0, dann erhalten wir das Einteil-
chenproblem

H= Z R (4.92)

om kg k:o"

wobei als einzige verbleibende Vielteilcheneigenschaft das Pauli-Prinzip beachtet werden
muss. Erstaunlicherweise ist sogar dies in vielen Féllen noch eine passable Naherung fiir
viele Metalle. Als Einteilchenzustéinde verwenden wir Eigenzustinde des Impulses p = hE,
d.h., die ebenen Wellen,

Op(7) = —=€"", (4.93)

mit der Dispersionsrelation

(4.94)
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Der Grundzustand von N FElektronen ist der sogenannte Fermi-See, siche Abbildung 4.3,

@)= [ ] ab.l0)- (4.95)

P, |pl<hkp o=T

Die besetzten Einteilchen-Zusténde bilden die Fermi-Kugel im Impulsraum (E—Raum). Der

ke

unbesetzt

besetzt

Abbildung 4.3: Die Zustédnde auflerhalb der Fermi-Kugel sind im Grundzustand unbesetzt.

Radius kr (genauer hkp) heifit Fermi-Impuls. Teilchenzahl in der Impulsbasis:

o P - _ [ 1, falls [p] < kp,
Ngo = <q>0’&ﬁ7oap,g’@o> = 0(hkr — |p]) = { 0, falls |7l > k. (4.96)

Wie grof3 ist kg? Dies wird durch die Gesamtteilchenzahl N bestimmt,
&dp  Vk}

hkp
N = =9 1 = v - .
pZ: "y, Z + /0 (2wh)3 32

Spinent- |ﬁ SkF Kontinuums-
limes

artung

(4.97)
Mittels Division durch V' und Auflésen nach kr erhalt man
kp = V3rmn (4.98)
mit der Dichte n = % Die grofite Einteilchenenergie ist die Fermi-Energie,
h2k? h? 2
€r = €pp = —— = —(31?n)3 . (4.99)

2m 2m



72 KAPITEL 4. NICHT-RELATIVISTISCHE VIELTEILCHENSYSTEME

Die Grundzustandsenergie erhélt man, indem man die Energien aller Zusténde in der Fermi-
Kugel aufsummiert,

h2
EO = (®|H|®o) = %ZkQQ(kF — k)
Ko

Spin-
entartung

N
23
_h —V/d3kk20(kp—k)

o2m (2m)3
= D | e (42 3R
m (2m)3 0 10m
i
(12 geFN. (4.100)
Mittlere Energie pro Teilchen:

EO® 3
N TR

Es ist oft niitzlich, die Grundzustandsenergie (4.100) durch den Seitz- Radius rg auszudriicken.
Dies ist der Radius einer Kugel, deren Volumen dem mittleren Volumen pro Teilchen ent-
spricht, gemessen in Bohr-Radien. Aus (4.98) folgt

_N_ ke
SV 32
Das Volumen pro Teilchen,
Vo1 32 N 4ard N dradrd
N n k. 3 3
legt mit
4megh?
ap := 7T€()2 Bohr-Radius (SI)
me

den Seitz-Radius fest:

agp 41n

g 10 _ (i) 1 (4.101)

Die Grundzustandsenergie ohne Wechselwirkung (4.100) entspricht somit genau

21 2.21
EO = < . =N 4.102
dmey 2ay r% ( )

— 1Ry = 13.6eV
(atomare Energieeinheit)
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k27 02

Abbildung 4.4: Durch Anregung wird ein Zustand auflerhalb der Fermi-Kugel besetzt, in der
Fermi-Kugel bleibt ein ,,Loch“ zuriick.

Elementare Anregungen

Die elementaren Anregungen aus dem Fermi-See sind Teilchen-Loch-Paare,

|®) = af |Dy) (4.103)

Ez,dzaEhW
Die Gesamtenergie des angeregten Zustands ist

GE - = E(O) + GEQ — €E1 s (4104)

1,k2

womit sich fiir die Anregungsenergie folgender Ausdruck ergibt (siehe Abbildung 4.5):

~ _ 0) _ n? 2 2y _ n? I 2 2
G = i B =5 (ke ki) = o ((kl +q) - kl)
= % (q2 + 2k - (j) = %q(q + 2ky cos ) . (4.105)
Fir El und Ez gilt
k| < kr, (4.106)

|122| = |E1 +4q] = \/k’% + q% + 2k1qcos 0 > k. (4.107)
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Pk
2m

| O

cosO = +1

—> q/k
1 F

o
I
o N

@

Abbildung 4.5: Dispersion der elementaren Anregungen des Fermi-Gases. € und ¢ bezeichnen
Energie und Impuls des angeregten Teilchen-Loch-Paares. Die linke Parabel entspricht ¢(q +
2kp) in (4.105) und die rechte ¢(q¢ — 2kp). Zwischen beiden Parabeln sind alle Anregungen
moglich, je nachdem unter welchem Winkel 6 der Impulsiibertrag erfolgt.

Dichte und Dichtekorrelation

(i) Das freie und nicht-wechselwirkende Elektronengas ist homogen, denn fiir die Dichte
ergibt sich

n(f) = (ol o) = Y (Do|to] (7)ios (7))
Y ZZe—W T (@olak,5,|®0)
= Z Ny.o = n = const.
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(ii) Hingegen ist die Einteilchenkorrelationsfunktion nicht homogen,

Go(F=7) = (Bo|tof (Pt (1) |Bo)
1 —ipF ip T
= g (@ola,a;,120)
ﬁ,ﬁ —6__:;7150
_ 1 P (4.108)
v P

Kontinu-
umslimes

1 hkp ) 1 ol _’l )
— - d d 0) e 7—r'| cos )
(27r)2h3/0 pp ll (cosf)e

/

(27h)3 F

~\~

1 i —3
71"7(ezp'r_e zpr)

Die Einteilchenkorrelationsfunktion ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass ein

Teilchen bei 7 fehlt, wenn bei 7 ein Teilchen aus dem Fermi-See entfernt wurde. Mittels

der Substitution z :=pr = p=2% = dp= de folgt weiter, dass

T

kr
GU(F—;) = ! / dpp sin(pr)
0

22y

1 kFT‘
= T/ dxxsinx
2mers J,

Und durch partielle Integration (—zcosz) = zsinx — cosz,

= fab rsinx = —x cos mlz + f; COST = —x cosx + sin ac|f1 erhalten wir schliefllich,
L= 1 .
G,(F—r") = 37573 (sin(kpr) — kprcos(kgr))
(4.98) 3nsin(kpr) — kpr cos(kgr)

5 Ok (sieche Abbildung 4.6). (4.109)
F

(iii) Paarverteilungsfunktion
Wegen dem Pauli-Prinzip sind auch nicht-wechselwirkende Fermionen korreliert, falls
sie denselben Spin haben. Entferne ein Teilchen am Ort 7

|2(7,0)) = ¥o ()| Do) -
Dichteverteilung fiir ®’:
(@'(7,0) [}, (7)o (P @' (7,0)) - = (Bo|eod (F] (1) or ()b (7)| o)
2 -
- () et

=: Paarverteilungs-
funktion
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Gg(?—r/)

N3

Np.o

Abbildung 4.6: Die Einteilchenkorrelationsfunktion im Ortsraum ist die Fouriertransformierte
in drei Dimensionen (siehe (4.108)) der Dichte im Impulsraum (kleine Figur). Hier ist r =
|77 — r!].

Mit anderen Worten: g, . (7 — 7 ) beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte, ein Teilchen
mit ¢’ bei r’ zu finden, falls mit Sicherheit ein Teilchen mit o bei 7 vorgefunden und
entfernt wurde. Im k-Raum finden wir

my? 7 1 —i(k—k)F—i(G—q")-r
(2 ol ) = Ly SO S R B ol i, 0). (4110)

Fiir 0 # ¢/ muss zudem k=K und qg= q7 gelten, damit der Erwartungswert auf der
rechten Seite von (4.110) von Null verschieden ist. Daraus folgt aber

—

oo (F=1)=1, (0#0).

Fiir o = o’ gibt es zwei Moglichkeiten, (E =k und 7= c?) oder (E = ¢ un

d
2
einen von Null verschiedenen Erwartungswert vorzufinden. Wegen (ajg U) =
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k # ¢ gelten.

(®g |a%ga}a/aqvp, ag .| Po)

= 0p 05 Polal al,ageaz,|®o) + 0 50, 5(Dolal af,az gl Po)

4.q k
— Y SRR w S [P
- <5k7 /557‘1/ 6k7q/5(j:k/> <®O|a’];7o—ak’yo'aq_‘70'a'qvo—|®0> *
\ ~ /
:nl;,o'nffaf"

Aus (4.110) wird damit

ny\? - 1 —i(k—q@)-(F—r
<§) ga,a(r - TI) = W Z <1 —€ (k=) )> nlaanq“,a

(4.111)

Aus (4.109) folgt dann

- 9
oo(F—1")=1— E(sinx—xcosx)Z, (4.112)

mit z := kp|7 — /|, siche Abbildung 4.7.
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4 Oszillationen mit Wellenzahl kg
8o,0(F—1')

1_
0.5 -

Korrelationsloch
e g kel

Abbildung 4.7: Die Paarverteilungsfunktion oszilliert mit der Wellenzahl k. Das Korrela-
tionsloch ist Folge des Pauli-Prinzips: wird ein Teilchen mit 7, ¢ entfernt, kann kein zweites
mehr da sein.

Dafiir gibt es folgende Erklarung:

e Wegen dem Pauli-Prinzip kann es hochstens 1 Teilchen am Ort 7 mit Spin o geben.
Wird dieses entfernt, ist kein Teilchen mit 7, ¢ mehr vorhanden:

9o.s(0) =0, (4.113)

»Austauschloch“ oder ,, Korrelationsloch*.

e Weil im Fermisee |®() die Elektronen hochstens den Impuls hkpr besitzen, hat
wegen der Heisenbergschen Unschérferelation AxAp 2 h/2 das Korrelationsloch
die Breite Az ~ kj'.

e Aus demselben Grund p < hkp oszilliert die Paarverteilungsfunktion mit der Wel-
lenzahl kp.

Fiir die spinunabhéngige (gemittelte) Paarverteilungsfunktion findet man

@+%mw%{%m:&‘ (4.114)

1
2
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4.2.2 Wechselwirkung in Hartree-Fock Niherung

Wir kennen bereits die Energie des Grundzustands

EO) — §N6F—1Ry£N
5 s

Jetzt: 1. Ordnung Storungstheorie fiir die Wechselwirkung o< vg, siehe (4.89):

= a -
klv”’ k' —q,0!

(1) 62 1 VY /_’T —
E T dme 2V Z _2 <(I>0]ak+q o 19_17,0/@15’,0' aE,a|q)0>

B E,G#0 ~ ~

o, 0’ 0(6‘7’0/5/;’,I€+q‘
ez 1 47
- _47T€0 W Z ?nﬁ+(jﬂanﬁ,a
k,q#40,0
47T

g kq;éO

(&

dmey 2V (2m)6

2 2
1
G S /d3k9(kF - k)/d?’k”q—qG(kp _ ).

kK —

79

(4.115)

(4.116)

Abbildung 4.8: Das Integrationsgebiet (grau schattiert) zur Berechnung des Wechselwirkungs-

integrals (4.116).

/;’—Integration:
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Ausfiithren der E—Integration fiithrt zu

2kpV d3k k% — k2 k k
g - _ChF / I T il
4m2€y Jpap, (2m)3 2kkp krp—k
::2Fz7c/kp)
3 e*kp 0.916
S N N.
4 472¢ Ry rg

Hier haben wir wieder den Seitz-Radius verwendet, der bereits in (4.101) eingefithrt wurde.
Zusammengefasst ergeben kinetische (4.102) und potentielle Energie

E 221  0.916
— =Ry | — — o 4.117
N ¥ ( 7’% rg + ) ( )

rs < 1 = grofie Energiedichte!

e 1. Term: Kinetische Energie.

e 2. Term: Coulomb-Wechselwirkung, Austauschterm (negativ). (direkter Term mit po-
sitivem Vorzeichen wegen ¢ # 0 nicht vorhanden;)

e F(rg) hat ein Minimum bei rg = 4.83 mit

E(rg = 4.83)

N = —1.29eV.

Vergleiche einfache Metalle: Natrium rg = 3.96, £ = —1.13eV. (Beachte (4.101): mit
n geht eine materialabhéngige Grofle in den Seitz-Radius ein.)
Dies liegt eigentlich auflerhalb des zulédssigen Bereiches rg < 1.

e Hohere Korrekturen erhilt man mit der random phase approzimation (RPA), in drei
Dimensionen,

E 2.21  0.916
— — Ry |- +0.062In7g — 0.096 + ... | . (4.118)
N rg rs ~- -

%,—/ ,Korrelation®

Hartree-Fock

e 5> 1: Wigner-Kristall (in dreidimensionalen Metallen noch nicht beobachtet).



4.2. SPIN-1/2-FERMIONEN

Anderung der Energieniveaus*

81

Wir behandeln die Zeitentwicklung in der Heisenbergdarstellung mit den Hamiltonoperatoren

H = HU+H07
ﬁ2k}2
HO = E at ayp
2m k,O’ k,O’
Ea \/'_‘/
=e€o (k)
1 e? 1. |
Ho = W; Z ?aﬁ-i-@,oaﬁqug/al;,a’aﬁﬁ'
Pk, d#0

(4.119)

(4.120)

(4.121)

Wir stellen die Bewegungsgleichung des Vernichtungsoperators auf (ohne Wechselwirkung,

setze h = 1):

g0 (1) = i | Ho,ag,(8)] = —ico(R)ag (1)

Definition der Korrelationsfunktion:

Gy, (1) = (@olag ,()al._(0)|o)

Da lediglich aj , (1) zeitabhéngig ist, folgt aus (4.122) die Differentialgleichung

G, (t) = —ieo(K)Gy, (t)

mit der Losung

Gr, (1) = e OGy (1 =0) = e @ (1 (1=0)) .

Gi (1)

= @G (1=0)

— ico(R (1 — ”;;,g(t = O)) )

Bewegungsgleichung von aj  und G mit Wechselwirkung:

. ) 1
CLE’U = —1 GOCLE’U—V

P,q#0,0”

2

Z € ¢
— A=, - _,Q7, = A7 ~/

2 p+q,0' Vk+q,0 PO )
€oq? Pt q

) 1 e?
=i | @G, () =5 Y. (ahige (Dag, g, Daze (Ba],_(0))

(4.122)

(4.123)

(4.124)
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Auf der rechten Seite von (4.125) tritt eine hohere Korrelationsfunktion auf. Fiir diese konnte
wieder eine Bewegungsgleichung gefunden werden, etc., aber dieses System von Gleichun-
gen wire unendlich gro (nicht geschlossen). Stattdessen brechen wir ab mit der Faktorisie-
rungsniaherung

= 4, 0,5@,;(@;%0 a;a(o» : (4.126)
Begriindung:
a;f?’,aa’l;:‘,a’ = Sa;;,oa’l_e‘,o’z + g’;aalg,a’ - <a;r§‘,aaE,U’>
mittle;gs Feld QM Fluktuatior:n < mittl. Feld
(,,mean field*)
~ <a;j§',aal;,a’> ’
Die Fluktuationen werden also vernachlassigt. Damit
(4.125) 2
(4.126) = 1 e
GEa(t) = -1 60(k> - V 606]2 k+q,o Gk o-(t)
q#0
= G, (1) = WG (1=0),
wie (4.125), aber
- RE? 1 e?
E(k) = —— ?nkﬂ, g
2m, V = colk— K>
:6()(E)
Renormierung der Energie durch Coulomb-Wechselwirkung;:
ek) = elk)+ Ae(k),
- a3k e?
Ae(k) = —/ ——0(kr — k')
Ko (27)% ok — |
?kp k2 — k2 krp+k
= —(1+-E£ 1 : 4.127
47r260( T oy 8 kF—kD (4.127)
—2P(k/kr)

Der Verlauf der Funktion F'(z) ist in der folgenden Abbildung gezeigt.
Die Energie-Impuls-Beziehung (4.127) ist in Abbildung 4.9 dargestellt.
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F(x)
1_
0.5
0 T —> X
0 1 2

e Die Hartree-Fock-Energieniveaus sind gegeniiber den freien abgesenkt.
e Diese Absenkung wird aber in der Hartree-Fock-Né&herung diberschdtzt.

e Die Hartree-Fock-Nédherung kan nicht nur fiir freie Teilchen gemacht werden, sondern
auch fiir 1-Teilchen Potentiale U (7), z.B. fiir Atome mit U(F) = £

dmegr”

e/erp
3_

2_

S k/kp
2

— 11

—2

Abbildung 4.9: Die Dispersionen ohne Wechselwirkung (gepunktete Linie, rot) und fiir die
Hartree-Fock-N#herung (ausgezogene Linie, blau). Da die Hartree-Fock-Néherung die Absen-
kung iiberschétzt, liegt die tatséchliche Dispersion zwischen beiden Linien.
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4.3 Bosonen

Wir betrachten nun freie Bosonen, also wiederum U(7) = 0. Der einzige Unterschied zum
freien Fermi-Gas ist die Statistik. Bei tiefen Temperaturen fiihrt dieser Unterschied allerdings
zu einem vollig anderen Verhalten von Bosonen gegeniiber Fermionen.

4.3.1 Nicht-wechselwirkende Bosonen: Ideales Bose-Gas

In diesem, einfachsten, Fall ist fiir Bosonen mit Spin 0 (mit & = 1)
k.
H= Z U (4.128)
k

Weil [H,ng| = [H, a%a,;] = 0, konnen die Eigenzustdnde von H als Besetzungszahlzustdnde
(also Eigenzustdnde von allen 7nj) gewéhlt werden:

|q)> = |nﬁoanﬁ1anﬁ27 > 5 (4129)

mit ny = 0,1,2,3,... (Bosonen). Der Grundzustand mit Energie £ = 0 ist |N,0,0,...)
wobei die erste Besetzungszahl den Zustand k = 0 bezeichnet. Der Erwartungswert der
Teilchendichte im Ortsraum ist

T 1 iR 1 N
(DT (7)) (F)| @) = = 3 e T (Plalag @) = v > = T (4.130)
E = e — E
’ 61-57,;,71,;

d.h. die Teilchendichte ist fiir Eigenzusténde von H homogen (wie bei Fermionen).

Paarverteilungsfunktion

Die Paarverteilungsfunktion fiir Bosonen ist

ng(F =) = (D) ()

entweder k=& und qg= c]
k q=K

oder
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Der Fall k = ¢ (den es bei Fermionen nicht gibt) muss hier speziell betrachtet werden. Man
findet:

(Dlalalazag®) = (1-6;,) (%,;9%5@!@2@}@«7%@) + 5;;,&%,;9@\@2@2%%@))
05 0% 9 0q.¢ <<I>\a£,a%a,;a,;]<b>
= (1 — 5];’5)(5,;’,;,5@(17 + 5,;7(175@];,)71571,;—1— 5];’55,;7,;,5@17715(715 — 1) .(4.131)

Somit wird

1 —i(k—q)-(F—r"
=72 > (-6 (1 +e D )) ngng+ Y ng(ng — 1)
k.q K
2
1 —ik-(F—17 2 2
=7z | 2omena = Do 2T T g = w3 np =D i
kq E k E E i
2
1 iR 1
=0t |5 D e T g~y Tnglng + 1) (4.132)
bei Fe?;iorxerl bei Fe?;ionerl
umgekehrtes nicht vorhanden

Vorzeichen

Beispiele und Spezialfille:

(i) Sind alle Bosonen im gleichen Zustand py, z.B. im Grundzustand, dann ist die Paarver-
teilungsfunktion unabhéngig vom Ort,

N(N—-1) NN-1
v:Z.o VoV

Der Faktor N/V steht fiir die Wahrscheinlichkeit, das erste Teilchen zu detektieren und

der Faktor (N —1)/V fiir die, das zweite Teilchen zu detektieren.

(4.133)

(ii) Sind die Teilchen iiber die Impulswerte GauB-verteilt,

(27)°n o~ (F—Fo)?/A?

o= 4.134
N (\/7_TA)3 ) ( )
folgt mit der Normierung
d®k
- 4.1
/ (27r)3nk n, (4.135)

dass
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und

TN

l/ ek, 1 (21 2/ Pk /a0
V)] e T v \/mar ) | @y VA

Fiir grofe Volumina kann also der dritte Term in (4.132) vernachléssigt werden. Die
Paarverteilungsfunktion wird dann

n’g(i = r') = n® (1 42N >2/2) : (4.136)
siehe Abbildung 4.10.
g(F 1)
2_
14
: : : : —> AlF— 7|
0 1 2 3 4 5

Abbildung 4.10: Fiir |7 — 7?’|A < 1ist g ~ 2, d.h. die Wahrscheinlichkeit, zwei Bosonen am
selben Ort zu finden, ist erhéht, man spricht von particle bunching (Hanbury Brown und
Twiss, 1956).

Thermodynamik: Bose-Einstein-Kondensation*

Wir werden nun zeigen, dass ein freies, nicht-wechselwirkendes Bose-Gas bei endlicher Tem-
peratur T, einen Phaseniibergang durchlauft, die sogenannte Bose-Einstein-Kondensation.
Fir T < T, befindet sich ein makroskopischer Anteil der Teilchen im Einteilchen Grundzu-
stand (also k= 0). Zur Beschreibung des Phaseniibergangs benotigen wir aber einige wenige
Begriffe aus der statistischen Mechanik, insbesondere die grofflkanonische Zustandssumme,

Z(T,V, ) = Tr <e-B<H—“N>) . (4.137)

Die grofkanonische Gesamtheit (Ensemble) beschreibt ein System, welches an ein Energie-
und Teilchenreservoir gekoppelt ist. Letzeres bedeutet, dass die Teilchenzahl N nicht fixiert
ist. Der Teilchenaustausch wird durch das chemische Potential i, der Energieaustausch durch
die Temperatur T (bzw. die die inverse Temperatur 8 = 1/kgT’) des Reservoirs kontrolliert.
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Mit dem freien Hamiltonoperator
H= Z Elga;%alg = Z EEﬁE, (4.138)
k E

wobei €, = k?/2m, und dem Operator der Gesamtteilchenzahl
V= ng (4.139)
k

kénnen wir die Spur (Tr) in (4.137) in der Besetzungszahlbasis auswerten,

Z =3 e Talemmg — 11 [ 37 (e )"
k

{nz} ng
Fiir Fermionen kommen immer nur die Summanden ng; = 0,1 vor, fiir Bosonen handelt es
sich um die geometrische Reihe, also

1]1 ,B“_,u) fiir Bosonen und
— k €

Z= II (14 e %) fiir Fermionen.

k

(4.140)

In der statistischen Mechanik berechnet man den Erwartungswert einer Observablen O mit

(O) = %Tr (Oe*ﬂH*m) . (4.141)

Fiir die Besetzungszahlen gilt also*

1
{nq*}
_ 109 3 e Selerna
BZ (96,3{ r
10z 19
N ﬂZ@eg_ B ez
0
= —0. 4.142
o (1142)

Das zur groBlkanonischen Gesamtheit gehorige thermodynamische Potential ist das grof$ka-
nonische Potential €. Es ist definiert als die Differenz zwischen freier Energie und gibbscher
Enthalpie und erfiillt

1 1 ..
—B ZE log W fU.I' BOSOHGH,

4.143
_% Srlog (1+e#% M) fiir Fermionen. ( )

AT, V) = —%ng:{

4Die Besetzungszahlen sind in der groflkanonischen Gesamtheit nicht fest vorgegeben. Die statistische
Mechanik zeigt aber, dass sie extrem scharf um den Erwartungswert verteilt sind. Statt (ng) wird daher oft
einfach nj geschrieben.
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Aus der rechten Seite erhdlt man mit (4.142)

1

Das obere Zeichen gilt fiir Bosonen (Bose-Einstein-Verteilung), das untere fiir Fermionen
(Fermi-Dirac-Verteilung).

Mit der Bose-Einstein-Verteilung findet man nun fiir die Dichte von Bosonen, n = N/V:

g
R S

1 V 1 1 1
= — >k —
Kont‘inuf V (27T)3 / 6/3(615*#) — 1 + V 6_6/‘ — 1
umslimes N———

divergiert
fiir Bu — 0

1 11
_ 2 s
- (2ﬂ)3/0 AWK 1 T v A

Mit den Substitutionen

2
T o= ,/ ik, k;—,/hme dk—,/h2 de und

z = 5” (Fugazitét)
folgt
/ 1 1
n —_— S —
( hQB —161’2 - V e=hr—17
9;/;(z
=572
wobei \ 1= WZLZH die thermischen Wellenlinge und gs32(2) == >",2, lz—%l ist. Die Dichte ist
also
N 1 1 =z
= = — 4.145
n= = g% 5T (4.145)
——"

=ngo

Wegen ny > 0 muss 0 < z < 1 gelten. Fiir diesen Bereich ist g3/2(2) in Abbildung 4.11
geplottet. Man kann (4.145) umschreiben zu

A?’% = n\® — g)0(2), (4.146)

wobei A = A(T'), ng = no(p) und z = z(7T, ). Nun konnen wir bei gegebener Temperatur T
und Teilchendichte n zwei Fille unterscheiden:
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83/2(2)

2,6129

Abbildung 4.11: Die Funktion g3/2(2). Man beachte die Werte g5/5(0) = 0 und g3/2(1) =
> = C(3) = 2.612.

(i) FallsnA® < gs/2(1), kann sich das chemische Potential y so einstellen, dass nA* = g3 /(=)
gilt (mit z = e”* < 1). Dies hat 22 =0 (V — oo) zur Folge.

(ii) Fiir nA* > g3/5(1) muss stets 22 > 0 bzw. 5¢ = 20 > ( gelten (n = N/V = const.).
Fiir diese Bose-Finstein-Kondensation gibt es eine kritische Temperatur, die sich aus
nA? = g32(1) = ((3/2) = 2.612 ergibt:

2mh? /mkp

wobei ((¢q) = >°,°,17? die Riemannsche Zetafunktion bezeichnet. Speziell fir ' — 0
folgt A — oo und somit ng — N. Abbildung 4.12 zeigt die relative Besetzung des
Grundzustands in Abhéngigkeit von der Temperatur.

z|3

! T
0 T.

Abbildung 4.12: Der Anteil der Teilchen eines Bose-Gases im Einteilchen-Grundzustand als
Funktion der Temperatur. Fiir 7' < T, liegt ein Bose-Einstein-Kondensat vor.
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4.3.2 Schwach wechselwirkendes, verdiinntes Bose-Gas

In realen Bose-Gasen findet Wechselwirking statt. Als Beispiel betrachten wir Helium. He
hat folgende Eigenschaften:

e gerade Anzahl Nukleonen (Protonen und Neutronen, beide Fermionen), sowie zwei
Elektronen (ebenfalls Fermionen), welche stark gebunden sind, dewegen verhélt sich
das Atom wie ein Boson,

e Spin 0,
o fliissig bis 7" = 0 (bei Normaldruck) und

e suprafliissig unterhalb T\ = 2.18 K.

Bose-Einstein-Kondensation wird fiir *“He durch die nicht-wechselwirkende Theorie fiir 7, =
3.14K vorhergesagt. Da diese Abweichung mit der Wechselwirkung zusammenhéngt, versu-
chen wir, diese mit zu beriicksichtigen. Das iibliche Modell fiir die Wechselwirkung in He? ist
das Lennard-Jones-Potential

V(r) = 4e ((%)12 - <%>6> , (4.148)

mit € ~ 1.4 x 107%2J = 0.9meV und ¢ ~ 0.26nm. Der erste Term beschreibt Abstoffung
(hard-core) und der zweite Anzichung (van-der- Waals).

Bogoliubov-Theorie

Der Hamiltonoperator in Impulsdarstellung ist

H = —a ap + Z Vq~ g p F470% (4.149)
k k g
mit V; = [ d3re~¥"V (7). Im Grundzustand ohne Wechselwirkung befinden sich alle Bosonen

im Zustand k = 0: ng = (®|ajae|®) = N. Die Teilchen in diesem Zustand bezeichnen wir als
,,Kondensat“._) Wir gehen davon aus, dass im Grundzustand bei schwacher Wechselwirkung
der Zustand k = 0 immer noch makroskopisch besetzt ist, d.h.

% >0 (N — o), (4.150)

typischerweise ng < N.

Néherung:
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(i) Wir vernachlissigen die Wechselwirkungen der Teilchen mit k # 0 untereinander,

(i) beriicksichtigen aber die Wechselwirkung von angeregten Teilchen mit kondensierten
(k = 0) Teilchen sowie

(iii) von kondensierten Teilchen untereinander.
Damit wird (4.149) zu

k2 1
H = Z QmaTak + QVVOaOa:gaoao (4.151)
E \—f_/
(iii)

1 1
+ v Z(VO + V,;)agaoa%a,; + b1 Z Vi <a2aT_anao + agaga,;a_,;> + O(a%) .
k#0 k#0 (i)

Die Wirkung von ag und ¢, auf den Zustand mit ng > 1 Teilchen im Kondensat ist niihe-
rungsweise

ao‘no, > = \/n0|n0 — 17 > ~ \/n0|n0, > s (4152)
allng,..) = Vno+1lng+1,...) = /nglno, ...) (4.153)

also konnen wir die Operatoren ay und ag durch die Zahl /ng ersetzen,

ag ~ af ~ /g (4.154)
Damit wird (4.151) zu
~ k? ) 1 2 L F 1 bt
H~ 2 o CEOF + ﬁnovo + 2 Z (Vo + V,;)a];a]; + éVE(aEa_E +aga_z) | . (4.155)
k#0 F£0

Dabei ist die Teilchenzahl ny im Kondensat noch nicht bekannt, sie erfiillt aber sicher
N =mng+ Z a%a,;,
k=0
bzw.
ng =N — Z a%a,;.
k0

Fiir den zweiten Term in (4.155) ergibt sich dann

Vo o Vo X NV f oot
DY Z apag + Z ARl
k0 E,“';éo
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und damit fiir den Hamiltonoperator

~ A ( TT aza_; 4
H =~ Z aak ZVaqak ZVZV La a_p)+  O(az) (4.156)

k;éO k;;é() k#o Terme mit > 4

Erzeugern oder
Vernichtern

Hierbei wurde die Naherung der Bogoliubov-Theorie,

2

Z a%alga]},a];, R~ an ~ (N —ng)?—0,

kK #£0 E+£0

benutzt. In dieser Ndherung ist H quadratisch in ag, alg, d.h. effektiv ein Einteilchenproblem.
Durch geschickte Einteilchenbasiswahl kann (4.156) diagonalisiert werden und die entspre-
chenden Einteilchenzustinde (Quasiteilchen) gefunden werden.

Als Ansatz zur Diagonalisierung von (4.156) verwenden wir

ap = UEO‘E+UEO‘T_137 (4.157)

a. = u,;o%—i—v,;a_,;, (4.158)

T I

wobei ug, vi reelle Koeffizienten sind. Diese Transformation heifit Bogoliubov-Transformation.
Die neuen Operatoren oy, ozTE erfiillen ebenfalls die Bose-Vertauschungsrelationen,

lagap] = [alal]=0, Jagal] =65,
falls

fiir alle k. Beweis: Nachrechnen.

Durch Einsetzen von (4.157) in (4.156) erhalt man

Ly K 2 1 2 f ot
H = WN Vo + Z (% + nV,;) (UEQEO‘E + vpagos. + u,;v,;(ozlga_g + a,;a_,;))
k0
N 2 2 (alal i i
+W Z Vz <(UE +op)(agal -+ opa_g) + 2upvpagog + aEaE)> . (4.160)
k0
Der Hamiltonoperator soll diagonal sein, d.h. nur Produkte von Operatoren mit gleichem
Index enthalten. Dazu muss

/{32
(2— + nVz ) ugvg + SVE(u% + U]%) =0 (4.161)
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erfiillt sein. Unter Verwendung von (4.159) kénnen hieran u; und vy berechnet werden. Mit

k2 2 k2\? nk2V:

ergibt sich

2 = 4.163
Ug 2("}]_5 ? ( )
. wet (& +n1g) o
Durch Einsetzen in (4.160) erhélt man schlieBlich
N? 1 k? i

H = W%_ég (%nLnVE—wE) +ZwEaEaE. (4165)

K0 N ~ s k#0

>0

Die ersten beiden Terme legen die Grundzustandsenergie E© fest. Dabei beschreibt der
erste Term den Fall, dass alle Teilchen im k = 0 Zustand sind. Wegen der Wechselwirkung
kommen im zweiten Term aber auch noch Beitrdge durch Teilchen mit k # 0 dazu. Die Wech-
selwirkungsenergie iiberkompensiert dabei die kinetische Energie. Der dritte Term entspricht
Anregungen (Quasiteilchen) mit dem Spektren w; wie beim harmonischen Oszillator.

Der Grundzustand |¢) ist durch
aglo) =0 fiir alle k

charakterisiert. Es sind dann keine Quasiteilchen angeregt und die Energie minimal. Wir
schreiben diesen Zustand als

10) == ¢),

dies ist das , Vakuum*® fiir die Quasiteilchen (o) aber nicht fiir die fundamentalen Bosonen
(ag). Die Besetzungszahlbasis fiir Quasiteilchen (Anregungen) ist verschieden von der vorher
benutzten Besetzungszahlbasis fiir Teilchen (Bosonen).

Die Anzahl der Teilchen (Bosonen) auerhalb des Kondensats, N, ist im Grundzustand des
wechselwirkenden Systems

(4.157)
N'=(01) alag|o) "="(0] Y vlazalio) = 2. (4.166)
k0 k0 k=0
Man beachte, dass in der ersten Zeile ein Teilchenoperator auf einen Quasiteilchenzustand

angewandt wird. Fiir eine einfache Abschitzung verwenden wir statt des Lennard-Jones-
Potentials (4.148) ein vereinfachtes Modell fiir die Wechselwirkung, das Kontakt-Potential

V() = \5(7).
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Dann ist
Vi= /d?’rei‘ﬁV(F) = \ = const.

und mit (4.162), (4.164) und (4.166) findet man

E2\?  nAk?
7 E— ) + 4.1
F \/(Qm) m (4.167)

N’ 1 (4.164) 3
! (4'356) d3k 2 (4'1_67) verwende z.B. — me2 (>\ )
n - V . 3 UE - ot Mathematica T 2 n
Kontinu- (27T) 37]'

umslimes

Njw

(4.168)

Der Entwicklungsparameter in der Bogoliubov-Naherung ist also An. Weil die Abhéngigkeit
in (4.168) nicht analytisch in An ist, kann diese nicht um An = 0 in eine Potenzreihe entwickelt
werden. Aus diesem Grund scheidet die Behandlung des urspriinglichen Hamiltonoperators
(4.149) mit der stationéren Storungstheorie aus.

Anregungen erhilt man durch Anwendung von aj; auf |0). Die Anregungsenergie ist gegeben
durch die Dispersion w; und hat folgende Asymptotik:

e Fiir kleine k = |k| findet man aus (4.162)
wg = ck (4.169)

mit ¢ = \/n—vb. (4.170)
m

D.h. langwellige (A = 27 /k) Anregungen sind Phononen mit linearer Dispersion (akus-
tische Phononen).

e Fir grofie k erhélt man aus (4.162)

k2
wg = m +nVg, (4.171)

mit Vi = A = const. fiir ein Kontakt-Potential.

Abbildung 4.13 zeigt die Dispersion in beiden Bereichen fiir den Fall, dass das Potential im
k-Raum abfillt (Viso < Vb).

Die Anregungen fiir groe £ sind Dichtewellen,

o= Z azTB‘amE ~ % ”O(CLL; +ag)

— 0
p al ~ a0 ~ ymo
no > g
(4157) (4.163)
) (4.164) n
=] \/no(u,; -+ UE> (OéE + aig) ~ k 0 (O‘E + O‘L;) . (4.172)

QTRME
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Abbildung 4.13: Die zunéchst lineare Dispersion (akustische Phononen) geht fiir grofie £ in
eine Parabel iiber.

Daraus erhilt man durch Fouriertransformation in den Ortsraum die Dichte am Ort 7

5 (2 ik ik o -
n(r) = Zek nE:Zek k (a,;—l—ozT_E):p(F)—l—pT(r),

Y-

R R T

p(r) = g ko |0 e’EFow,

— 2mwy, k

k
(al)0)) = Rk, [—2|0),
pa0)) = @y [

—A

Dabei ist A die Amplitude der Dichtewelle. Fiir einen kohérenten Zustand,

00 T\n
—le-|2 (CEO[*)
n=0 ’

erhilt man mit ¢z = |cz|e % explizit Schwankungen in n(7):

(cgln(Pleg) = 2Agleg| cos(k - & — ).

Reales Helium: Suprafluiditit

Das durch Neutronenstreuung experimentell bestimmte Anregungsspektrum von Helium ist
in Abbildung 4.14 gezeigt. Rotonen-Anrequngen lassen sich nicht mit unserer Néherung klei-
ner Dichte und schwacher Wechselwirkung beschreiben.

Eine wichtige Eigenschaft von He? ist, dass es bei T' < T, suprafliissig wird, d.h. es umstrémt
Hindernisse und Wéande ohne Widerstand. Um diese Eigenschaft zu untersuchen, betrachten
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“*k

- Rotonen

ck Phononen
(Schallwellen)

0 ko

Abbildung 4.14: Experimentell bestimmte Anregungen in suprafluidem He? (nach Henshaw
und Woods, 1961). Die kritische Geschwindigkeit v, ergibt sich durch ,,Anlegen einer Tangente
von unten”.

wir zwei Koordinatensysteme, das Laborsystem K, in dem sich die Fliissigkeit mit Geschwin-
digkeit —¢/ durch die Rohre bewegt, und das Ruhesystem K| der Fliissigkeit, in der sich die
Rohre mit Geschwindigkeit v an der Fliissigkeit vorbei bewegt. Beide Koordinatensysteme

Laborsystem (K

7

Ruhesystem der Flissigkeit (Ko)

Y —
sind durch eine Galilei-Transformation miteinander verbunden
Impuls: P =P — M7, (4.173)
P? P? Muv?
E E=—="Y.4p.% ) 4.174
nergie onf = o TR T 5 ( )
=FEy

e Die Fliissigkeit sei im Grundzustand.

e Wir setzen uns ins Ruhesystem K der Fliissigkeit, in dem sich die Gefawénde bewe-
gen.

Stromungswiderstand entsteht, wenn kinetische Energie (und Impuls) von der Wand in die
ruhende Fliissigkeit iibertragen wird. Dazu miissen in der Fliissigkeit Anrequngen aus dem
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Grundzustand erzeugt werden. Im Grundzustand gilt

in Ko: FEy=E!=0, P=0,
Muv?
2 )

(4173) = in K: E=FE=FE+ P=—Mz.

Wird ein Quasiteilchen mit Impuls k und Energie wy; erzeugt, &ndern sich diese GroBen zu

inK()Z Engg+wE, ﬁOZE,

2
M; . P=k- Mv.

in K:  E=Ftw; —k-7+

Kinetische Energie geht von der Rohre in die Fliissigkeit tiber, falls die Anregungsenergie im
Laborsystem negativ ist,

AE =w;—k-7<0.
AE ist am kleinsten fiir 7|k, also
minAE = wp;—kv <0

Somit sind Anregungen nur moglich, falls

wﬂ
vo> E=y,, (4.175)
k
mit der kritischen Geschwindigkeit v.. Aus dem experimentell bestimmten Anregungsspek-
trum (siehe Abbildung 4.14) findet man die kritische Geschwindigkeit
ve = 2E ~ 60" (fiir “He).
0 S
Fiir ,,normale” Fliissigkeiten ist v, = 0. Fiir v < v, werden also keine Quasiteilchen angeregt,
d.h. es findet kein Energieiibertrag von der Rohre auf die Fliissigkeit statt, und die Fliissigkeit
fliefit reibungslos. Dieses Phdnomen bezeichnet man als Suprafluiditdt.
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Kapitel 5

Spezielle Relativititstheorie

5.1 Grundlagen

Die Bewegung von Korpern in der klassischen, nicht-relativistischen Mechanik ist beschrieben
durch das Newtonsche Gesetz,

mi(t) = F(7,t) . (5.1)

Hier sind m und 7(t) die Masse des Korpers und dessen Ort als Funktion der Zeit ¢, und
F (7, t) die auf den Korper wirkende Kraft. Gleichung (5.1) gilt auch innerhalb der Newton-
schen Theorie nur in sog. Inertialsystemen (IS). Fiir ein erstes IS dient (5.1) als Definition,
weitere IS erhélt man, indem man sich Koordinatensysteme hernimmt, die sich mit konstanter

Geschwindigkeit ¥ zum urspriinglichen IS bewegen ?,
ro= PO+ T, (5.2)
o= t4t. (5.3)

Solche Koordinaten-Transformationen heiflen Galilei- Transformationen. Die nicht-relativisti-
sche (Newtonsche) klassische Mechanik ist Galilei-invariant,

mr’ =mi* = F(F,t) = F(F — 6(t' — to) — Fo.t' — to) = F'(,1'). (5.4)

Falls keine Kriifte in IS wirken, F' = 0, dann auch nicht in IS, F/ = 0. Wir betrachten nun
die klassische Elektrodynamik, beschrieben durch die vier Maxwell-Gleichungen

Coulomb / Gau V- E = ﬁ, (5.5)
€0
Ampere / Maxwell  V x B — equoE = poJ (5.6)
keine magnetischen Monopole ~ V -B =0, (5.7)
Faraday V XxE+B=0. (5.8)

! Ausserdem erlaubt sind rdumliche Drehungen 7 = R¥ mitR € SO(3). Diese werden hier nicht benétigt.

101
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Aus den inhomogenen Maxwellgleichungen (5.5) und (5.6) folgt die Kontinuitéitsgleichung fiir
die Quellen (elektrische Ladungen und Strome),

p=-V-7J. (5.9)

Die homogenen Maxwell-Gleichungen (5.7), (5.8) erlauben die Definition der elektromagne-
tischen Potentiale A und ¢:

— — —

B = VxA, (5.10)

—

E = Vo A. (5.11)

Einsetzen in die inhomogenen Maxwellgleichungen (5.5), (5.6) und die Definition des Laplace
Operators

. 9? 9? 0?
AN=V.V= 4+ 4+~
VoV 0x? + 0y? + 0722
liefert
102\ - . -,
A — C_Q@ A(’l“,t) = _,U'OJ(r?t)a (512)
~—_——
und
0

wobei [0 der d’Alembert- oder ,,Box“-Operator ist. AuBerdem wurde ¢ = 1/,/g€g und die
Lorenz-Eichung?, V - A + ¢/c? = 0, verwendet.

Im Vakuum ist p = 0 und j = 0. Durch Anwenden von Vx auf (5.12) und V- auf (5.13)
findet man dann DE(F, t) = 0 und OE(7, t) = 0. Dies sind die Wellengleichungen fiir die
Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen mit der Lichtgeschwindigkeit c. Fiir eine Quelle
bei 7y = 0 und ¢y = 0 erhélt man eine Kugelwelle, deren Wellenfront sich aus Punkten 7 mit

r?— =0 (5.14)

zusammensetzt (siche Abbildung 5.1, linkes Bild). Fiir eine auslaufende Welle ist

—c—. (5.15)

ZBenannt nach Ludvig Valentin Lorenz (1829-1891). Die Lorenz-Eichung ist Lorentz-invariant, 9, A* = 0,
dazu spéter.
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7
c—V c+v
—— —

Abbildung 5.1: Licht breitet sich in allen Inertialsystemen wie eine Kugelwelle (links) aus.
Die Annahme eines Athers beziiglich welchem sich Licht mit ¢ bewegt (rechts) widerspricht
den experimentellen Tatsachen.

Diese Beziehung (wie auch die Wellengleichungen (5.12), (5.13) selber) ist nicht Galilei-
invariant! Unter (5.2), (5.3) wiirde daraus namlich (sieche Abbildung 5.1, rechtes Bild)

W o, = ﬁ—ﬁt
r=r+i=cs——
|r’ — vt|

Im neuen IS wiirde sich Licht nicht als Kugelwelle ausbreiten und die Lichtgeschwindigkeit
wére somit richtungsabhéngig. Es gébe ein ausgezeichnetes IS, in dem sich Licht als Kugel-
welle ausbreitet (,, Ather).

Der experimentelle Befund (Michelson, Morley, 1887) lautet: Die Lichtgeschwindigkeit ist in
allen IS und in allen Richtungen konstant! Als Konsequenz daraus ergibt sich:

(a) Entweder sind physikalische Gesetze in verschiedenen Koordinatensystemen verschieden,
oder

(b) die Galilei-Transformation ist nicht die korrekte Transformation zwischen IS. v/
Spezielle Relativitétstheorie (Albert Einstein, 1905):

(i) Relativitatsprinzip: Alle physikalischen Gesetze sind in allen gleichférmig geradlinig
gegeneinander bewegten Systemen (IS) gleich.

(ii) Die Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) hat in allen IS den selben Wert c.
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Daraus folgt, dass (b) zutrifft und wir neue Transformationen suchen miissen, die (5.14),
(5.15) invariant lassen:

(r)? =) =1 = A2, (5.16)

Wir fithren zu diesem Zweck den (kovarianten) Vierer-Ortsvektor x = (xg,x1, %2, z3) ein,
dessen Null-Kompenente (bis auf einen konstanten Faktor ¢) die Zeit ist, xy = ct, und dessen
verbleibenden drei Komponenten die Ortskoordinaten z; = r; (i = 1,2, 3) sind. Man schreibt
auch kurz x = (ct, 7). Die Bedingung (5.16) lautet dann

3 3
2= wga, =Y algal, = (@) (5.17)

=0 =0

mit der Metrik g"* = —1 (u=1,2,3), ¢ =1, ¢ =0 (u # v):

1 0 0 0
0 -1 0 0

9710 0o -1 o0 (5.18)
00 0 -1

Man bezeichnet mit vx2 die ,Liange“ des Vierer-Vektors z. Die neuen Transformationen
miissen diese Linge erhalten, nicht die rdumliche Linge 72 der Galilei-Transformationen.

Allgemein erzeugt die Metrik ein Skalarprodukt fiir Vierervektoren x - y := Zi,yzo 9"y,

so dass 22 = x - .

Wir fithren weiter als weitere Notationsvereinbarung die Finstein-Summenkonvention ein,
z.B.

ZE2 = x“g#,,xl’ s (519)

wobei iiber wiederholte Indizes summiert wird. In der Regel treten die zu summierenden
Indizes einmal unten und einmal oben auf.

Die Metrik erlaubt ausserdem die Einfiirung von kontravarianten Vierervektoren (bzw. Vek-
torkomponenten) x#, welcher mit dem kovarianten Vierervektor iiber die Beziehung

= g"x, (5.20)

zusammenhéngt. Das Skalarprodukt kann somit auch als x - y = z,y* geschrieben werden.

5.2 Lorentz-Transformationen

Fiir die neuen Koordinatentransformationen machen wir folgenden linearen Ansatz,

't = A v (5.21)
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Die Transformationen (5.21), die (5.17) erfiillen, nennt man Lorentz-Transformationen (LT),
nach Hendrik Lorentz (1853-1928). Im Unterschied zu den Galilei-Transformationen vermi-
schen die LT Raum- und Zeitkoordinaten. Eine Klasse von LT sind einfache, zeitunabhéngige
raumliche Drehungen, die r? und t? separat invariant lassen. Man kann zeigen, dass jede LT
als Produkt einer solchen Drehung und einer sog. speziellen LT dargestellt werden kann. Die
speziellen LT beschreiben den Ubergang zwischen gleichférmig geradlining gegeneinander be-
wegten IS mit parallelen Achsen. (analog zu den Galilei-Transformationen (5.2), (5.3).) Wir
konnen annehmen, dass die relative Geschwindigkeit ¢ zwischen den beiden IS entlang der
x-Achse zeigt: Dann ist klar, dass

< <

vy =y, 2=z, bzw. x, =1y, w5=23.

Somit hat die LT hat die Form

A% A% 0 0
Ay ALY, 0 0
A=150 T o (5.22)
0 0 01
Einsetzen in den Ansatz (5.21) ergibt
20 = A%2° 4+ A° 2!, (5.23)
ot = Ay’ + ANt (5.24)

Mit der Invarianzbedingung (5.17),
(x/0>2 _ (xll)Q _ (IQ)Q _ (ZL‘/3)2 — (ZL‘O)2 _ ({L‘l)2 _ ($2)2 _ ({L‘S)2,
folgt daraus
(AOO$O + A01x1)2 _ (A10$0 + AlllL'l)Q _ (xO)Q _ (1‘1)2
und schliesslich
[(A00)2 - (Aol)Q] (xo)z + [(Aol)Q - (A11)2} (x1>2 +2 [Aovol - Al01\11} !

— (I0)2 . (1‘1)2.
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Koeffizientenvergleich ergibt das Gleichungssystem

(Aoo)2 - (A10)2 = 1, (5.25)
(AL)? = (A% = 1, (5.26)
A% A° — AT A, = 0. (5.27)
Aus (5.25) folgt, dass (A%)* > 1, was die Parametrisierung
A% = 4 cosh x (5.28)

zuldsst. Wir wihlen hier das positive Vorzeichen, um orthochrone LT zu erhalten (d.h., solche,
die keine Zeitumkehr beinhalten). Ebenfalls aus (5.25) folgt dann

A, = —sinh y. (5.29)

Die Wahl des Vorzeichens ist hier beliebig, denn sie kann durch Anderung des Vorzeichens
von x umgedreht werden. Aus (5.26) erhalten wir mit dhnlichen Uberlegungen

A', = £ cosh y/, (5.30)
Ay = —sinh Y/, (5.31)

wobei auch das Vorzeichen von A, positiv gewihlt wurde, um eigentliche LT zu erhalten,
also solche, die keine Raumspiegelung beinhalten. Um auch noch (5.27) zu erfiillen, wéhlen
wir xy = x/, und erhalten fiir die LT,

coshy —sinhy 0
—sinhy coshy O
0 0 1

0 0 0

(5.32)

_ o O O

Den Parameter y kénnen wir nun noch durch die Relativgeschwindigkteit ¢ der beiden IS
ausdriicken. Dazu betrachten wir den Ursprung »’ = 0 von IS’ in IS,

1

T

0 = 2" = coshya' —sinhy2? = 2° (—O cosh x — sinh X)
T

1 inh
= ro_ r_r_= X:tanhx
xV ¢t ¢ coshy
Wir finden also
tanhy = - . (5.33)
c

Eine Konsezuenz daraus ist, dass die Relativgeschwindigkeit der IS nicht gréfler als die Licht-
geschwindigkeit sein darf: v < c. Fiir die Matrixelemente der LT finden wir

1 1
coshy = = ’

/1 —tanh?y _ v

sinhy = coshytanhy =
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Mit den Definitionen

v
gi=?
c
und
1 1
fy = =
Vl _e V1=
erhalt die Lorentz-Transformation die Form
v =By 00
-0 00
A= 07 g Lo (5.34)
0 0 01
Mit (5.21) und (5.34) finden wir explizit:
— vt
p=1: 2 = y(@—fet) = ———, (5.35)
l—=
n=2: o =y, (5.36
pu=3: 2 = z, (5.37)
-2
p=0: 1 = 70—§%>— ki (5.38)
c 2
2

Bemerkungen:

(i) Nicht-relativistischer Limes: Fiir v < ¢ wird aus der LT (5.35)—(5.38) die Galilei-
Transformation (5.2), (5.3) mit ¢]|2. Dabei

=220, y1. (5.39)
&

(ii) Wie oben festgestellt, muss v < ¢ sein.

(iii) det A =2 — 22 = (1 -2y = 7%72 = 1. Somit ist A eine ,,Drehung“ der Raumzeit,
die den Vierer-Abstand v/x?2 invariant ldsst (,normale“ Drehungen im R3 lassen die
riumliche Lénge v/72 invariant).
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(iv) Es gibt weitere Losungen zu (5.25)—(5.27). Diese speziellen LT haben die Form

10 0 0 coshy —sinhy 0 0
10 =1 0 0 —sinhy coshy 0 O
PA = 0 0 -1 0 0 0 10
0 0 0 -1 0 0 0 1
coshy —sinhy 0 0
. +sinhy —coshy 0 0
N 0 0 -1 0
0 0 0 -1
-1 0 0 O
0O +1 0 O
= 0O 0 +1 0 A
0O 0 0 +1
PTA = —A

Die LT A mit A% > 0 und det A = +1 heiflen eigentliche, orthochrone LT.
(v) Das Inverse einer speziellen LT erhdlt man durch v — —v, v — —v, bzw. x — —x.

(vi) Das Produkt zweier spezieller LT mit v; und vy (beide entlang &) ergibt wieder eine
spezielle LT (entlang &) mit

U1t
- V1V °
1+ ug

U3 (5.40)

Dies ist die relativistische Geschwindigkeitsaddition.

(vii) Mit (v) und (vi) bilden die speziellen LT (entlang %) eine Gruppe. Die eigentlichen,
orthochronen LT (entlang Z) bilden eine Untergruppe dieser Gruppe.

(viii) Allgemeine LT erhélt man aus speziellen LT kombiniert mit rdumlichen Drehungen. Die
Menge aller LT heisst Lorentz-Gruppe (LG). Die eigentlichen, orthochronen LT bilden
eine Untergruppe der LG.

(ix) Spezielle LT heiflen auch (Lorentz-) ,,Boosts®.

(x) A ist symmetrisch:

A, = AP
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5.3 Physikalische Folgen

(i) Relativitat der Gleichzeitigkeit

109

Zwei Ereignisse, die an den Orten z; und xo # x; im IS stattfinden, seien gleichzeitig:
t1 =to (y1 = 21 = Yo = 2o = 0). Im mit Geschwindigkeit v zu IS bewegten System IS’

C

gilt:

At = ty—th =7

to —t; —— (22 — 21)
~—— ¢

=0
= —ﬁ—:(i@ —x1) #0, (5.41)
die Ereignisse sind also im System IS’ nicht gleichzeitig!
(i) Zeitdilatation
Betrachte zwei Ereignisse am gleichen Ort zu verschiedenen Zeiten.
IS (Ruhesystem) : X3 (cty,2,0,0),
X2 (Ct27x707 0)7
At to — 1.
IS (bewegtes System) : ¢} v (t1 — §x> :
ty v (tg - §x> ,
At ty —t) =vy(ta —t1) = yAt > At.  (5.42)

(iii) Léngenkontraktion

Betrachte zwei Ereignisse an verschiedenen Orten zur gleichen Zeit (Langenmessung).

IS (Ruhesystem) : X
X
l

IS" (bewegtes System) : )

T2 — X7

(Ctlu X, 07 0) 9
(Ct27 T2, 07 O) 3
(t = t5).

Y(x1 — Petr), th=7 (tl - gﬂfl) 7

Y(xy — Bety), th=1x (tg — gfﬂg) )
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Lénge messen in IS’ (#] = th):

= 1y —1t = é(ﬂ?g—l’l):él

c c
=" = z,— 2] =7v(xe —x1) —yBc(ts — t)
:71—7ﬂ21=7(1—52)l=£<l. (5.43)
\W_/ ’y

_1
ol

(iv) Kausalitét
Vierer-Vektoren bzw. Ereignisse (x = (ct, 7)) konnen im Minkowski-Diagramm darge-
stellt werden:

ct
Zukunfts-
lichtkegel
2 >0
X =
2
/.x <0
> 7
Vergangenheits-
lichtkegel
>0 & rr<dft?: x zeitartiger Vierer-Vektor,
<0 o P> x raumartiger Vierer-Vektor,
=0 & rr=c37 x lichtartiger Vierer-Vektor.

LT erhalten diese Kategorien weil (2/)? = 22
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5.4 Kovarianter vierdimensionaler Formalismus

Wir kénnen physikalische Grolen durch ihre Transformationseigenschaften unter LT charak-
terisieren:

(i) Lorentz-Skalar: Grofe, die sich unter LT nicht #ndert, z.B. 22 = ¢*? — r%. Andere
Beispiele: ¢, m (Ruhemasse).

(ii) Kontraviarianter Vierer-Vektor: a*
Transformiert sich wie Vierer-Ortsvektor x = a# = (ct,7):

at = A" a”, (5.44)
z.B: x#, dx* oder pt.

(iii) Kovarianter Vierer-Vektor: a,
Erhélt man durch , herunterziehen“ des Index:

a, = guwa”, (5.45)
wobei
1 0 0 O
G = 8 _01 _01 8 : (5.46)
0o 0 0 -1

z.B. z, = g,2” = (ct,—7). Umgekehrt (,heraufziehen“ des Index):
a = g"a,, (5.47)
wobei fiir den metrischen Tensor (sonst nicht unbedingt) gilt:

glLLV fry g;w .

LT:

~

a — gw/a/u _ g,uVAV)\a)\
gu,,A”/\g’\" ae =NSa,.
A e
::AH«U
(iv) Kontravarianter Tensor k-ter Stufe:

TIHIH2- P — A#;IA#I%Q . -A“’,jkT”1”2“‘”’“ . (5.48)
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(v) Kovarianter Tensonr k-ter Stufe:

T/»,L1/Jf2~--/1k - AulilA/j;Z T Aul;kTVlV2---Vk (5.49)
(vi) Gemischter Tensor (k-fach kontravariant, [-fach kovariant):
TR = A AP AN T (5.50)

(vii) Ableitungen nach kontravariantem Vektor: Wir betrachten die Funktion

fo= r@,
die vom kontravarlianten Vierer-Vektor z# abhingt. Beim Ubergang von IS nach IS’
kann der Vektor x# als Funktion von x* ausgedriickt werden,
ISAIS:  f=f@") = f@”(").
Daraus folgt mit der Ketternregel

of  of dx" of

v _ v a-f
oxt Oz Ozt T 890’”A # T A oz’

I/V:Auo_zo'

A ist
symmetrisch

und somit fiir das Transformationsverhalten des Ableitungsoperators (Gradienten),

) L0

5en = Mo (5.51)

D.h. die Ableitung nach einem kontravarianten Vierer-Vektor transformiert sich wie ein
kovarianter Vektor. Wir schreiben deshalb auch

0 10 =
—=0,=(-= . .52
== (%) 552
Umgekehrt ist die Ableitung nach einem kovarianten Vektor kontravariant:
0 10 <
—r =22 _v). 5.53
oz, (c ot’ ) (5.53)

(viii) Wegen

2
0,0" = "0, = 0—12% —A=-0 (5.54)

ist der d’Alembert-Operator ein Lorentz-Skalar (dndert sich nicht unter LT).



5.5. KLASSISCHE MECHANIK IN KOVARIANTER FORM 113

(ix) Mit dem Tensorprodukt kann aus Tensoren niedriger Stufe (bzw. Vierer-Vektoren) solche
hoherer Stufe erzeugt werden, z.B.,

1%, = a"b,
ist ein (gemischter) Tensor 2. Stufe (einfach ko- und einfach kontravariant). Allgemein:

TVI"'V/C+IC/ _ RV1~--VkSVk+1"'Vk+k,
Mgy 7 Fhpy g MRy

Auf der linken Seite steht ein k + k’-fach kontravarianter und [ + I’-fach kovarianter
Tensor.

(x) Das Skalarprodukt erzeugt aus zwei Vierer-Vektoren einen Skalar, d.h.,

a,b”
ist Lorentz-Skalar. Bewelis:
ozt oz’
abt’ = AMa,N V7 = a,b’ = a,b*
v v 1 o al./y axa / H
_ oz — 6# — 0 1% 7£ g
Prd o 1 pu=o

(xi) Allgemein erniedrigt die Verjiingung (Kontraktion) von Tensoren deren Stufe,

%

4 ~
V1...0...Vg _ Vy...Vp_—1
Tuluﬂmuz - Tﬂln-ﬂlfl
T S~——
J Tensor k + | — 2-ter Stufe
N—_——
Tensor k + [-ter Stufe

Spezialfille:
o« TV = T (4-Vektor).
o 7" =T (Skalar).
e a’b, = s (Skalarprodukt; a”b, ist Tensor 2-ter Stufe).

5.5 Klassische Mechanik in kovarianter Form

Unser Ziel ist eine unter LT forminvariante (=kovariante) klassische Mechanik. Dabei sto-
Ben wir auf das Problem, dass wir fiir die Kinematik Geschwindigkeit, Beschleunigung etc.
benotigen, aber Ableitungen nach der Zeit nicht Lorentz-kovariant sind, d.h.

dx

—=c 7) (5.55)
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ist kein Vierer-Vektor. Der Grund dafiir ist, dass t bzw. dt weder Lorentz-Skalare noch Vierer-
Vektoren sind, sondern lediglich Komponenten von z bzw. dx. Zur Abhilfe verwenden wir
statt t einen Lorentz-Skalar zur Parametrisierung der Dynamik, die Figenzeit 7. Dazu ver-
wenden wir, dass 22 = z,2* ein Skalar ist, und somit auch die Lénge eines infinitesimalen
Schrittes in der Raumzeit, da? = dz,dz*. Wir definieren die Eigenzeit dann durch
dz? 1

d7'2 = ? = dt2 — g(dlﬂ + dy2 —+ dZ2) . (556)
Physikalische Bedeutung: 7 ist die Zeit im mitbewegten IS, in dem der Kérper ruht (dz =
dy =dz =0).

IS: dz=(cdt,0): dt=dr, t=rt.
Mit v* = (da? + dy* + dz?)/dt* erhalten wir den Zusammenhang zwischen ¢ und 7 in einem
beliebigem IS,
2
1
dr? = dt? (1 - “—) = —d?, (5.57)
=t = 7.

Unter Verwendung der Eigenzeit konnen wir die kovariante Vierer-Geschwindigkeit definieren,

dz* d
v - __ — — — —
= —— = —(ey7,7) = (e7,79) = (e, 0) (5.58)

und deren Lange berechnen,
v?
u? = uut = YA(? —v?) = 43P (1 — —) =2,

Durch nochmaliges Ableiten nach 7 erhalten wir die Vierer-Beschleunigung,

m
A g (5.59)

m— ’
dr
wobei der Vierer-Vektor K* die sog. Minkowski-Kraft ist. Im nicht-relaivistischen Limes
(v — 1) gilt

K" — (0, F).

Zur Bestimmung von K* erinnern wir uns an das nicht-relativistische Gesetz (Newton):

d
v E’Zapi (1==x,y,2).

Durch Vergleich mit (5.59) kénnen wir die Raumkomponenten von K* und des relativistischen
Impulses erraten,

d d
i = _ ;= _ i
K defyv mfydtfyv

d
pi = myv;, Kizvapizfﬂﬂ--
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Wir erhalten die 0-Komponente von F*, indem wir (5.59) mit w, kontrahieren:

dut

mooUy— = uuK“zchO—VQﬁ-ﬁ,
7

_14d n_
=3g- YU =0
2

=c

- F
:>K0:70.

Zusammenfassend finden wir fiir die Minkowski-Kraft
ﬁ . 7 —
Kt=r ( Y, F> . (5.60)
1

Durch Hinzufiigen einer 0-Komponente kénnen wir den Vierer-Impuls definieren,

P =mut = my(c, V). (5.61)

Fiir die 0-Komponente des Vierer-Impulses folgt

_1
0 2 mc’ 2 v\
cp = myc = =mc’|1——
2 c?
S i
C2
: 10?2 304
~ mc(l+-5+=-—+..
Taylor 2 02 8 C4
2 1 n 3 vt N
~ mc —mu —m—
~~ 2 8 2
Ruhe- N——" S——
energie n.-rel. kin. erste rel.
Energie Korrektur

(5.62)

Daraus ist ersichtlich, dass es sich bei ¢p® um die Energie handeln muss
bo= —,
c

wobei E die gesamte (kinetische + Ruhe-) Energie ist. Hier ist die Ruhemasse m ein Lorentz-
Skalar. Auch ym wird manchmal als (relativistische) , Masse“ bezeichnet (ist allerdings kein
Lorentz-Skalar). Mit

erhalten wir

E = \/m2c* + ¢2p?. (5.63)
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Fiir ein Teilchen in Ruhe ist p= 0 und damit
E = mc? (5.64)

die sog. Ruheenergie eines Teilchens mit Masse m. Der Vierer-Impuls p* = mu* = m~y(c, v)
setzt sich also aus py = m~yc und den Raumkomponenten p = m~yv zusammen. Mit dem
Vierer-Impuls konnen wir die Bewegungsgleichung (5.59) in die Form

d
L= Km 5.65
TP : (5.65)

bringen, die fiir die Raumkomponenten grofe Ahnlichkeit mit dem Newtonsche Gesetz hat.
Die Raumkoponenten dieser Gleichung sind

d -
=~ —p=~F. 5.66
b Pydtp 7 ( )

Im kritftefreien Fall (F = 0) gilt fiir alle IS

= m~yU = const.

Dj'ﬁl

= ch = const. .



Kapitel 6

Kovariante Formulierung der
Elektrodynamik

6.1 Maxwell-Gleichungen

Wie wir im Abschnitt 5.5 gesehen haben, werden die Gesetze der klassischen Mechanik durch
die Spezielle Relativitétstheorie (SRT) drastisch revidiert. Die Gesetze der Elektrodynamik
(Maxwell-Gleichungen) bleiben jedoch auch in der SRT in allen IS giiltig! Der Grund dafiir
ist natiirlich, dass die SRT so konstruiert ist, dass die Lichtausbreitung (5.16) und somit die
Maxwell-Gleichungen invariant sind. Trotzdem kénnen wir die Maxwell-Gleichungen noch so
umschreiben, dass sie manifest Lorentz-kovariant sind. Wir beginnen mit folgender empiri-
schen Tatsache: Die elektrische Ladung q (eines Teilchens) ist eine Lorentz-Invariante (ein
Lorentz-Skalar). Dies gilt aber nicht fiir die Ladungsdichte p und die Stromdichte j: pu.

Weil sich ein Volumen Vj durch Lorentz-Kontraktion in einem bewegten IS auf V = /v
zusammenzieht, gilt fiir die Ladungsdichte

dq dq

_ %Y _ % _ 1
av = Yy = o (6.1)

p

Die Ladungsdichte py im Ruhesystem ist (dhnlich der Ruhemasse) ein Lorentz-Skalar. Wir
definieren nun den Vierer-Vektor der Stromdichte als

-,

J" = (cp,j) = (cp, Up) = pory(c, V) = pou’ .

Die Kontinuitatsgleichung

)

—?+ﬁ-7 =0

(6.2)

117
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kann dann kovariant als
" = 0 (6.3)

geschrieben werden. Mit dem d’Alembert- (oder Box-) Operator [0 = —0,0" kénnen die Wel-
lengleichungen fiir die elektromagnetischen Potentiale ebenfalls kovariant geschrieben werden,

<06 = —pncp

S OA = — i), 6.4
OA = o] } 1o (6.4)

wobei wir das Vierer-Potential A* := <%5, ff) eingefithrt haben. Da die Potentiale nur bis auf

eine Eichtransformation definiert sind, kann noch eine zusétzliche Eichbedingung gefordert
werden. Eine manifest kovariante Eichbedingung ist die Lorenz-FEichung,

9L A" =0, (6.5)

oder explizit,

V- A+>-22=0.

cot
Im Gegensatz dazu ist die Coulomb-Eichung,
V-A=0, (6.6)
nicht manifest kovariant.
Die physikalischen Felder sind Ableitungen der Potentiale; das Magnetfeld B erhilt man als
B=VxA & B,=0,A, —0d.A,,

und zyklisch. Elektrische und magnetische Felder transformieren sich unter LT weder als
Skalare noch als Vierer-Vektoren, sondern als Komponenten eines Tensors zweiter Stufe, des
Feldstirketensors,

P = ghAY — 9P A",

Bemerkung: F* ist ein antisymmetrischer Tensor, d.h. F*” = —F"* (insbesondere F"* = ().
Explizit ergibt sich

0 B =B -E
w |2 0 -B. B,
L _p B, 0

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen kénnen damit sehr kompakt geschrieben werden,

0, P =p105" . (6.8)
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Daraus folgen die bekannten Maxwell-Gleichungen

] - - 1 = -
v=1=12,3 = VXB—C—2E:ﬁboj,
v=0 = §~E:£.

€o

Die homogenen Maxwell-Gleichungen,
V-B=0, VXxE+B=0,

konnen ebenfalls durch den Feldstéarke-Tensor ausgedriickt werden,

O'F" +0"F" +0°F" = 0. (6.9)
Oder etwas eleganter mit dem dualen Feldstirketensor:
N 1 vpo
Fr o= 56“ P Fo (6.10)
wobei
+1 falls prpo = 0123 oder zyklisch vertauscht,
etP? .= ¢ —1 falls prpo = 3210 oder zyklisch vertauscht, (6.11)
0 sonst.
Wir bemerken, dass F'*¥ ebenfalls antisymmetrisch ist, Fr — — [t Von ,Dualitét® spricht

man, da F* durch die Ersetzung B & —% aus F,, hervorgeht. Man findet*

0 -B, —-B, —B.
B 0 E. By

[y c
Fr = B, ,TEZ 0 % (6.12)
B B =E
Nun kann man schreiben:
Inhomogene Maxwell-Gleichungen: 0, F" = pnoj",

Homogene Maxwell-Gleichungen: — 9,F" = 0.

Durch Kontraktion erhalten wir die Invarianten des elektromagnetischen Feldes (d.h. Skalare
unter LT),

F,Fv = 2 (52 - —E2) : (6.13)

F,F*" = —“E.B. (6.14)

In der Literatur findet man verschiedene Definitionen des (dualen) Feldstirketensors. Unsere Definition
stimmt mit der in [3] {iberein. Mit einer anderen Definition erhélt man in [2] F** aus F},, durch die Vertau-
schung B+ %E_” An dieser Stelle sei auch erwihnt, dass es verschiedene Konventionen gibt, den Tensor g,
zu definieren. (5.46) entspricht der Konvention (4, —, —, —), man findet aber auch sehr oft die Konvention
(—,+,+,+). Die Linge 22 eines Vierer-Vektors ist jeweils konstant.
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Transformation von E und B unter Lorentz-Transformation A (siehe Ubungen):

(F')" = A" A¥ FoP. (6.15)

Daraus folgt z.B. (LT entlang der z-Achse, f = %, y = —1—)

B, = ~ (Bx + éEy) : (6.16)
c
und E, = ~(E, — BcBy) . (6.17)
Das heif3t, elektrische und magnetische Felder kénnen bei LT ineinander {ibergehen.

Ein geladenes Teilchen im e.m. Feld erfahrt die Lorentz-Kraft,

—

F:q<E+z7><§). (6.18)

Mit (5.60) erhalten wir die dazu gehérende Minkowski-Kraft,
F i .
K =y ( “F )
c

qF" u, . (6.19)

Dabei ist K% = yqﬁ - die vom elektromagnetischen Feld am Teilchen geleistete Arbeit pro
(Eigen-) Zeit. Die Form (6.19) ist in allen IS gleich, d.h. (6.19) ist Lorentz-kovariant.

6.2 Lagrange-Formalismus

Wir versuchen nun, die relativistische Mechanik und die Maxwell-Gleichungen aus einer
Lagrange-Funktion herzuleiten, mit dem Ziel, die Wechselwirkung zwischen geladenen Teil-
chen und dem elektromagnetischen Feld zu untersuchen. Nicht-relativistisch erhédlt man aus
der Lagrange-Funktion L durch Integration iiber die Zeit ¢ die Wirkung,

to
S:/)Mﬂm@@ﬁﬁ. (6.20)
t1
Das Prinzip der kleinsten Wirkung besagt dann, dass die Wirkung extremal (in der Regel
minimal) ist,
08

0S=0 bzw. o 0. (6.21)
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Diese Forderung ist gleichbedeutend mit den Euler-Lagrange-Gleichungen,

d oL 0L )
anl_ — 9 = (i=1,2,...). (6.22)
Dabei ist
oL
P = .2
= 5 (6.23)

der zur Koordinate ¢; gehoérende kanonische Impuls.

Im Hamilton-Formalismus konstruiert man aus L die Hamilton-Funktion
H = Zpidi — L =H{qpi})- (6.24)

Die Dynamik wird dann durch die Hamilton-Gleichungen

oH
g o, (6.25)
OH
) —  — 2

bestimmt. Bei der Quantisierung werden ¢ und p durch Operatoren und Poisson-Klammern
durch Kommutatoren ersetzt,

M ~ A .
{gi,p;} = 04 A [¢i, P;] = ihd;; .

Beispiel: Teilchen im Potential V|

= — =mr,
b= 7

=~ H = §-G—L=—— 4V
P-q om T (7),

P = mr=——5=-—2=-VV(7) = F() (Newton).

Soll die Elektrodynamik oder die relativistische Mechanik im Lagrange-Formalismus beschrie-
ben werden, miissen wir uns zuerst um das folgende Problem kiimmern: Der Lagrange-
Formalismus ist (bisher) nicht Lorentz-kovariant. Abhilfe schafft dieselbe Idee wie bei der
relativistischen Kinematk: wir beniitzen wieder die Eigenzeit 7 zur Parametrisierung einer
Bahn z# = z#(7) eines Teilchens,

T B daxt
S:/ drL (m“,u“:iﬁ) ,
- dr
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wobei S und L Lorentz-Skalare sind. Euler-Lagrange:

a0l ol

dr Ou* Ozt

ist nun Lorentz-kovariant. Es bleibt, die Frage zu kliren, wie L gewihlt werden muss.
Beispiel: Freies Teilchen, V' = 0, nur kinetische Energie (inkl. Ruheenergie). = L kann nur
von u*, aber nicht von z# abhingen. Bilde Skalarprodukt u,u* = ¢*. Ansatz:

L = —mu,ut
oL
Pu = “n = Mn
oL
Euler-L = = ——=0
uler-Lagrange drp“ B )
= p, = const.

Wir ersetzen hier zunéchst w,u” nicht durch ¢, weil diese Beziehung nur fiir die physikalische
Bahn gilt, nicht aber fiir alle Bahnen, iiber welche variiert wird. Teilchen im elektromagne-
tischen Feld: Bilde Skalar aus u* und A*,

L = —mu,ut — qu, A"
oL
= P = —%:muu—i-q/l“,
d d d d OL vropene  OL )
_— — _— —A e — — e _— VAV R
= dTp“ deu“ + da K dt Out ozt q@x“ (u"Ay)
d d
= KM = mguu =q (8M(UVAV) — EAM) . (627)

Aus den Raumkomponenten der Lorentzkraft ergibt sich
K =~F =~¢(E 4+ 7 x B)
und
Ko=_1F.5="2(.3.
c c

Ko6nnen die Maxwell-Gleichungen auch kovariant aus einer Lagrange-Funktion abgeleiet wer-
den? Ja, die Wirkung ist das Funktional

S(Fu) = [ atLiF) (6.28)

1
mit  L[F,] = / r (—ZFWF"” — uoj“A“) . (6.29)

N

-

=L(7,t): Lagrange-Dichte

2Man beachte ‘Z—‘? %—?.
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Dabei héngen die Komponenten F* vom Ort und von der Zeit ab. Zusammengefasst:

1
S [FMV] = / diz (_ZFMVFMV - ,UOj,uAM) . (630)

Lorentz- \Q
Skalar

~~
= f(x) =Lorentz-Dichte (Lorentz-Skalar)

Fiir die Euler-Lagrange-Gleichungen

5L oL
30,4, ~ 64,

55=0 < 0, =0 (6.31)

benétigt man nun die Funktional-Ableitung:

eine Variable z: dg(z) = lim g(z +¢) —g(x) .
dx e—0 €
mehrere: %91, Zn) = limg(xl""’xi+e>"'vxn)_9($17--~7$n) :
8ZEZ' e—0 €
iiberabzéhlbar viele: w = lim G[f(z) +ed(x —y)] = Gf(2)] .
df(y) e—0 €

Bemerkung:
Das Argument eines Funktionals ist eine Funktion, daher wird mit ed(z — y) eine , infinitesi-
male Funktion“ an der Stelle y dazu addiert.

Also sind die Euler-Lagrange-Gleichungen (6.31) mit

oL »
A —10g"” (6.32)
oL
— _fpw
oA P (6.33)

gerade die inhomogenen Gleichungen 0,F" = jioj”. Die homogenen Maxwell-Gleichungen
sind automatisch erfiillt, weil wir F*” durch die Potenziale ausgedriickt haben.
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Relativistische Quantenmechanik
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Kapitel 7

Einteilchentheorie: Dirac-Gleichung

Die nichtrelativistische Quantenmechanik kann eine Reihe physikalischer Phdnomene und
Situationen nicht angemessen beschrieben, z.B. die Natur des Spins und dessen Zusammen-
hand mit der Teilchenstatistik, die Spin-Bahn-Kopplung, und im allgemeinen die Bewegung
relativistischer Teilchen.

Wir versuchen nun, eine relativistische quantenmechanische Beschreibung fiir ein einzelnes
Teilchen zu finden. Dazu gehen wir von der Schrodinger-Gleichung
oY

h— =H 7.1

i = 1y (7.1)
aus, wobei der Hamiltonoperator H dadurch konstruiert wird, dass in der klassischen Ha-
miltonfunktion H (7, p) die Variablen 7 und p durch den Orts- und Impulsoperator ersetzt
werden:

P 7
. P .
7 p = —ih— = —ihV. 7.2
P o= p=—ilign=—ihV (7.2)
Fiir ein freies (V () = 0), nicht-relativistisches Teilchen gilt dann
2
P 3 o O
H=——>H=-h—. 7.3
2m ~ 2m (7.3)
Daraus ergibt sich mit (7.1)
L OY(7,t) h?
h = ——AY(rt). A4
ALY (7.4

(7.4) ist aber keine geeignete relativistische Wellengleichung, da sie nicht Lorentz-kovariant
ist, d.h. nicht in jedem Inertialsystem die gleiche Form hat. (Uberpriifen durch Einsetzen
der LT.) Der Grund dafiir ist, dass wir in (7.3) den nicht-relativistischen Ausdruck fiir die
kinetische Energie eigesetzt haben.

127
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7.1 Klein-Gordon-Gleichung

Um eine Lorentz-kovariante Wellengleichung aufzustellen, muss die relativistische Energie
E = \/p*c? + m2c* (7.5)

beniitzt werden. Allerdings ist E selber nicht Lorentz-invariant (kein Skalar unter LT'), wohl
aber der Vierer-Impuls
E
Pp = ?7 - :

EQ
pap" = —5 =P =m’¢

Das Skalarprodukt

ist invariant (Skalar). Mit Regel (7.2) wiirde sich daraus

o
ot
ergeben. Die Wurzel des Differentialoperators auf der rechten Seite ist aber problematisch,

denn sie enthélt beliebig hohe Ableitungen von 1, was zu einer schwer zu lésenden Differen-
tialgleichungs fithrt. Wir kénnen aber (7.5) quadrieren

ih—— = \/—h2c2\ + m2chy)

E2 :p202+m204

und Regel (7.2) anwenden, F — ih%, p— —ihﬁ, und erhalten
82
—Wogt = (FPPEA+md) ¢,

oder in kompakter und manifest kovarianter Form:

(—D n (%)3 b =0. (7.6)

Dies ist die freie Klein-Gordon-Gleichung (E. Schrédinger 1926, W. Gordon 1926, O. Klein
1927). Hier tritt wie in den Maxwell-Gleichungen der d’Alembert-Operator (O = —0,0")
auf. Indem wir (7.6) von links mit ¢* multiplizieren und die komplex konjugierte Gleichung
subtrahieren, erhalten wir

Y*0,0" — 0,0"* = 0.
Dies kann umgeformt werden zu

Oy (00" — ") = 0.

= 22”]'“ (Vierer-Strom)
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Diese Gleichung hat die Form einer Kontinuitdtsgleichung,

Ot = Oip +V -] =0, (7.7)

-

mit dem Vierer-Strom j* = (cp, ]), wobei

A R
P = ome <¢ ot 4 ot ) und (7.8)
= h * = %
J= 5= (v —uVy) . (7.9)

Hier stolen wir aber auf folgendes Problem: Analog zur nicht-relativistischen Therorie sollte

!
p=1[Y>>0

gelten, denn wir mochten p als Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthaltsort des Teilchens
interpretieren. Als solche darf p aber nicht negativ sein. Da (7.6) eine DGL 2. Ordnung ist,
und damit ¥ und %—qf bei ¢ = 0 unabhéngig voneinander gewéhlt werden konnen, ist

p<0 moglich! Y

Daher kann p keine Wahrscheinlichkeitsdichte (> 0) sein, und die Klein-Gordon-Gleichung
ist deshalb keine befriedigende relativistische, quantenmechanische Einteilchentheorie.!

7.2 Dirac-Gleichung

Um das Problem der negativen Wahrscheinlichkeitsdichten zu vermeiden, versuchen wir es
mit einer DGL 1. Ordnung, von der Form
0 h
ma—f - (—,cakak n Bmcg) b = Hy, , (7.10)
i

wobei die Summe iiber £ = 1,2,3 liuft. Allerdings kann mit skalaren o, 3 die Gleichung
(7.10) nicht Lorentz-kovariant sein (nicht einmal invariant unter rdumlichen Drehungen). Als
Ausweg nehmen wir an, o und /3 seien hermitesche N x N Matrizen und 1 ein N-Vektor,

(2
Y= 1%2 (7.11)

n

Folgende Forderungen miissen von (7.10) erfiillt werden:

1 Es ist aber moglich, ausgehend von der Klein-Gordon-Gleichung eine quantisierte Feldtheorie aufzustellen.
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(i) Jede Komponente von 1) muss wegen
B2 =P +mi - H?
die Klein-Gordon-Gleichung (7.6) erfiillen.
(ii) Lorentz-Kovarianz.

1i) Existenz eines erhaltenen Vierer—StromS dh 8 it = O y WObei 0 = cp > O eine niCht-
) J P =
negative DiChte ISt

Bedingung (i): Wende nochmals ik auf (7.10) an:

—h2§—; = —hQCQ% (a'a? + /o) 0,0, + hrr;c3 (a8 + Ba’) Oap + B*m>c*yp
= (—h2P0,0; + m>ct) b . (7.12)
Dabei wurde
ala? 0,0, = ala? 0;0; = o’ ozi(()i@j
= a'a?9;0; = % (' + o a’) 9;0;

und A =3, 02 = 9;0; benutzt. Aus (7.12) folgt durch Koeffizientenvergleich fiir «; und 3:

a'ad +alat = 2091y, (7.13)
o'B+ pat = 0, (7.14)
(@) =5 = 1y. (7.15)

Eigenschaften der Matrizen «; und f:

(a) Aus (7.15) folgt, dass die Hermiteschen N x N-Matrizen «;, 8 nur Eigenwerte =1 haben
kénnen.

(b) Multipliziere (7.14) mit 5 und beniitze (7.15):
Ba'f = —a.
Mit der zyklischen Invarianz der Spur folgt

~Tr(a') = Tr(Ba'B) = Tr(F%a’) = Tr(a'),
= Tr(a') = 0.

Multipliziere (7.14) mit o’ und erhalte analog
—Tr(B) = Tr(a'Ba’) = Tr(B) = 0.
Insgesamt: Tr(a') = Tr(8) = 0.
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(¢) (b) = 0 = Spur = Summe der Eigenwerte.
(a) = Eigenwerte sind +1.
= Gleiche Anzahl der Eigenwerte +1 wie —1. = N gerade.
N = 2 geht nicht, da es nur 3 antikommutierende 2 x 2-Matrizen gibt (z.B. 0., 0, 0.)
und (7.13), (7.14) so nicht erfiillt werden konnte. N = 4 geht, z.B. mit den hermiteschen
und antikommutierenden Matrizen

o= (S %) g (é _01) | (7.16)

wobei ¢! die Pauli-Matrizen sind. Gleichung (7.10) mit (7.16) ist die (freie) Dirac-Gleichung
in Standard-Darstellung. Der Zustand wird durch einen Vierer-Spinor 1 dargestellt.

Bedingung (ii): Um Lorentz-Kovarianz nachzupriifen, multipliziere die Dirac-Gleichung (7.10)
von links mit 3/c:

ot

v ,
—ih B Oy —ih Ba' O +meyp = 0.
0 VT

=:40 =yt

Mit den Definitionen (i = 1,2, 3):

o= s= (o ). (7.17)

Vo= Bat = (—(37" %l) , (7.18)
lasst sich die Dirac-Gleichung schreiben als

(—wﬂau n %) b =0. (7.19)

Die v* mit = 0,1, 2, 3 sind die Dirac-Matrizen in der Standarddarstellung. Diese Gleichung
ist Lorentz-kovariant, weil das Vierer-Skalarprodukt 4#d,, durch LT erhalten bleibt. Allerdings
muss der Vierer-Spinor selber auch transformiert werden (dazu spéter).

Eigenschaften der v-Matrizen:

(a) 7Y hermitesch, " anti-hermitesch:
()'=9" () =(Be) = () B = a'B = —pa’ = " (7.20)

(b)

°)2=1  ()P=-1 (7.21)
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YA 4 At = {47} = 2¢"1. (7.22)
Notation:

(a) Feynman ,slash®:
¥ =", =70 — 7 7. (7.23)
(b) Herunterziehen des Index:
Yo = G’ (7.24)

Nun betrachten wir eine Basistransformation fiir den Vierer-Spinor. Sei M eine regulére 4 x 4
Matrix, so dass

b=Mp < =M. (7.25)
Daraus folgt unter Beniitzung der Dirac-Gleichung (7.19),
M (—wau n m{) M =0,
und schlielich
(—m“au + %) G =0, (7.26)

mit ¥# = M~y*M~1. So erhiilt man zur Standard-Darstellung dquivalente Darstellungen der
Dirac-Gleichung (Beispiele: Majorana-Darstellung, Chirale Darstellung).
Jetzt betrachten wir das Verhalten der Dirac-Gleichung unter LT,

¥ =Ar+a (7.27)

Wir machen den Ansatz

(@) = S(N)y (), (7.28)
wobei S(A) eine 4 x 4 Matrix bezeichnet?. Aus der Dirac-Gleichung

mc

(—@'7“8#4— . )w —0

2Die unitére 4x4 Matrix S(A) wirkt auf den Raum der 4-Spinoren 1) im Unterschied zur rellen symmetri-
schen 4x4 Matrix A, welche auf den Minkowski-Raum (Raumzeit) wirkt.



7.2. DIRAC-GLEICHUNG 133

erhalten wir mit (7.27), (7.28) und 9, = 2, = 92~ 0 — A» 9]

~ Ozm Ozt Ox'v pov

mc

S(A) (—i”}/“AVua,// +

) S() () =0,

und weiter

mc

<—z’S(A)A”ﬂ“S(A)*18{,+ .

) W(2) =0,
Dies sollte dquivalent sein zu

(—z’v“@l" + %) P'(2)=0.

Durch Vergleich ergibt sich die Bedingung
S(A) TV S(A) = A 7P (7.29)

Diese Gleichung muss nun fiir gegebenes A nach S aufgelost werden. Die Form von S(A)
findet man tiber eine infinitesimale LT,

A, =g", + AV, (7.30)
wobei g¥, die Identitdt und Aw”, eine kleine Abweichung ist. Die Bedingung an A lautet
Vo (o) =22,
Mit 2’ = Az, 2% = 27 gz (mit der Transposition 7) und (z')? = 27 g2’ = 27 AT gAx gilt daher
ATgh =g (7.31)
bzw., wegen AT = A,
g =AgA. (7.32)
In Komponentenschreibweise ergibt dies
g = AAHgWA”V. (7.33)
Mit (7.30) ergibt sich hieraus
9" = (g + B’ )g" (¢, + Aw’,)) = g7 + Aw™ + Aw + 0(Aw?)
und somit

AWM = —Aw. (7.34)



134 KAPITEL 7. EINTEILCHENTHEORIE: DIRAC-GLEICHUNG

D.h. Aw ist ein antisymmetrischer Tensor, und hat damit 6 unabhéngige Elemente,

0 A Aw?? Aw®
—Aw"! 0 Aw'?  Aw®
—Aw”? —Aw!? 0 Aw?3
—Aw® —Aw® —Aw® 0

Aw = (7.35)

Beispiele:

Aw’ = AB, (andere = 0) : infinitesimaler Boost in z-Richtung,
Aw' = A¢, (andere =0): rdumliche Drehung um die z-Achse.

Selbstverstindlich gilt fiir die Identitét
AN, =9g" = S(A)=1.
Damit entwickeln wir S(A) nach 7 = O(Aw):

S(A) = 1+7+0(Aw?), (7.36)
SN = 1—74+0(Aw?).
Fir (7.29) folgt somit
A= @ +7) = 7+t =7y g Awty
= YT —T19* = Awt Y. (7.37)
Zur Losung 7 von (7.37) beweisen wir folgenden Satz:

Es gilt:

1. Die Losung von (7.37) ist eindeutig.

2. Die Losung von (7.37) ist gegeben durch

T = —iAw‘“’JW (7.38)
1

5 s W] (7.39)

mit o,

Beweis: Die Losung kann direkt durch Einsetzen iiberpriift werden. Zum Beweis der Eindeut-
tigkeit nehmen wir an, 7y und 75 seien Losungen fiir (7.37). Setzt man diese in (7.37) ein und
zieht die Gleichungen voneinander ab, erhélt man

AT =0 (p=0,1,2,3).
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Als Transformationsmatrix fiir Spinoren muss S(A) unitér sein, (7.28). Alle unitéiren Ope-
ratoren lassen sich als e schreiben, wobei A hermitesch ist. Wegen (7.36) muss daher 7/i
hermitesch sein. Somit hat A7/i die Form

AT/Z—(BT C)’ At=A, C'=C.

Daraus folgt
A —-B A B 0 -—B
_ o A0 _ _
0= [AT/Z"”—(BT —O) <—BT —0) - <BT 0)_0’
=B = 0.
Genauso
o 0 Aot 0 o'C
0 = [AT/Z,’)/] = <_C¢Uz 0 ) - <—01A 0 > )
= Ad' = o'C. (7.40)

Da die Pauli-Matrizen ¢ zusammen mit ¢ := 1, linear unabhingig sind, kann man A und
C' durch diese Basis der 2 x 2-Matrizen darstellen,

A = au0" =aly+ apo®
C = cuot=cly+ cro
Aus (7.40) folgt damit
i k_i _ i ik
ago +ap OO0 = (o0 + ¢k UTU
:5kio'0+ekijo'j :6kio'0+eikjdj
0 i kij 4 _ 0 i kij _j
a;0° + ago” +ape o’ = c,o0 + copo —cre o’ .

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt

a; = ¢

v = a,=c¢, ap =c¢, =0

4o = o = CLOZCO:AGC
ar = —Cg '

Also A7/i = A1. Da S unitér ist,
detS =1, (7.41)
folgt
1 = detS=det(1+7)=detl+Tr(r) + 0(Aw?),

-1
= Tr7 = 0 = A=0.
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Damit wird die Losung von (7.37) eindeutig.

Bedingung (iii): Um einen erhaltenen Vierer-Strom zu konstruieren, definieren wir zum
Vierer-Spinor

U
(e
= 7.42
o= |0 (7.42)
Y4
mit dem hermitesch adjungierten Spinor
O = (1, 45,45, 43) (7.43)
den adjungierten Spinor
=Tyl (7.44)

Multipliziere die Dirac-Gleichung von links mit 1):
mc

o (i 9+ %) w=0.
Adjungierte Relation (beniitze (7°) = ~9):
ol (409! 9, +55) 2w = 0.
Dabei wirkt 8: nach links auf 1f. Subtrahiere die Gleichungen voneinander:

0,1 + (8,07 (") 0t = 0. (7.45)
Wegen

und (7°)? = 1 erhélt man aus (7.45)
Y1y (0u1) + (80 v = 0.
Daraus erhélt man die Kontinuitdtsgleichung
Oy (V17"9") = 0
\H(_J
=k

mit dem Vierer-Strom

3" =Py (7.46)

Die j°-Komponente ist positiv definit,

4
30 =100 =l = " jh* >0 (7.47)
pn=1

und erlaubt damit die Interpretation als Wahrscheinlichkeitsdichte.
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7.3 Losungen der Dirac-Gleichung fiir freie Teilchen

Mit h = ¢ = 1 wird die Dirac-Gleichung (7.19) zu
(—iv"0, +m)y =0. (7.48)

Die Translationsinvarianz dieser Gleichung (kein Potential V(7)) bewirkt einen erhaltenen
Impuls. Die Losungen sind also ebene Wellen

Y(x) = upe " (7.49)

mit &k, = (E, —k) und 2* = (¢,7), d.h. kot = Et — k- Z. Setzt man diese Losungen in (7.48)
ein, folgt wegen 0, — k,, das Eigenwertproblem

(="K, + m)ug = 0. (7.50)

Dies ist ein Eigenwertproblem, bei dem fiir vorgegebenes k die Energie F und der Spinor wuy
gesucht werden. Die Existenz einer Losung von (7.50) erfordert, dass det(—*k, +m) = 0,

woraus sich die relativistische Dispersionsrelation £ = v m? + k2 ergibt. Zur Losung des
Eigenwertproblems fiir freie Teilchen unterscheiden wir zwischen Teilchen mit Masse und

solchen ohne Masse.

7.3.1 Ruhende Teilchen mit endlicher Masse

Mit m > 0 und k, = (F, 0) folgt aus (7.50) die Eigenwertgleichung

m—F 0 0 0
0 m—E 0 0
0 _ _
(' E+m)u,=| 0 mer o |m=0 (7.51)
0 0 0 m+ E
mit den Losungen
1 0
o . 1 0 2 1
positive Energie: £ =+m >0 = u = ol =10l (7.52)
0 0
0 0
: : 1 0 2 0
negative Energie: £ = —m <0 = v, = ||, v,= 0 (7.53)
0 1
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Zuriick in (7.49):

1 0
il : 1 —imt 0 2 —imt 1
positive Energie: vi(r)=e ol (x)=e ol (7.54)
0 0
0 0
negative Energie: Yl (x) = et (1) . Y (x) = ettt 8 (7.55)
0 1
7.3.2 Teilchen mit endlichem Impuls und endlicher Masse
Mit & # 0 und (m > 0) wird (7.50) zu
(vk,—m)u, = 0 bzw. (7.56)
(Vky+m)v, = 0, (7.57)

wobei fiir die Losungen v, mit £ < 0 das Vorzeichen von k umgedreht wurde, so dass auch
hier kg > 0 ist. Aulerdem gilt

(’Yuku —m)(y'k, +m) = (’YM]'CM +m) (v'k, —m) = Yk Ry — m?

1
= kuk, Yy — m? = —kuk, {¥", 7"} —m?
~—~— 2 ——

=kuky =2gHv
= k" —m*=0.
Daraus folgt: Falls fiir einen beliebigen Vierer-Vektor v
0=k, Fm)v#0

gilt, dann ist ¢ eine Losung der jeweils anderen Gleichung (7.57) bzw. (7.56). Wir erhalten
einen vollstdndigen Satz von unabhéngigen Losungen durch Anwenden von (7.56) auf die

vollsténdige Eigenbasis fiir k = 0, (7.52) und (7.53):

up = N,j(v“k:u + m)uzO ,

v = Ny (VW —m)u,

wobei N ,;t Normierungskonstanten sind. Ausserdem definieren wir fiir r = 1, 2
u, = (’6) : (7.58)
, 0
Uko = (XT) s (759)
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SOIRG!

Die anderen 4 Moglichkeiten sind linear abhéngig. Man erhélt

wobei

1

Nf=N; = ———— und
2m(m + E)
E+m
r om Xr
U, = Gk )

\/2m(m+FE) Xr
gk Y
UZ o v/ 2m(m+E)

E+m
o Xr

139

(7.60)

(7.61)

(7.62)

Fiir k = 0 und E = m erhélt man wieder (7.52) und (7.53). Man beachte, dass die Losungen

v zu betragsmiéssig beliebig grossen negativen Energien F = —v m? + 2 gehoren. Dies ist
insofern problematisch, als ein solches System durch Zerfille beliebig viel Energie abgeben

und somit instabil wére (s. Abschnitt 7.7 unten).

7.3.3 Masselose Teilchen

Beispiele fiir Teilchen mit m = 0:

e Neutrinos (m = 0),
e ultrarelativistische Elektronen (p > m),

e Band-Elektronen in Graphen.
Die Dirac-Gleichung (7.19)
—iy"0,1 =0
lautet mit den a4, S-Matrizen und m = 0
10 = —ica® O .

Bemerkung: § tritt nicht auf! Daraus folgt:

e 3 antikommutierende Matrizen o* geniigen.

(7.63)
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e N = 2 ausreichend.

e Pauli-Matrizen o*.

Wir koénnen aber auch von (7.63) ausgehen: Definiere

v =iyl (7.64)

In der Standard-Darstellung (7.17), (7.18) folgt

5 (01
v’ = (1 NE (7.65)
Es gilt generell
{4} = 0 (1=0,1,2,3), (7.66)
v’ = 1, (7.67)
(¥ = 4", (7.68)

Durch Multiplikation mit v°7° = —iy'v2~3 werden die Dirac-Matrizen zu

VW%iziﬂ%W“=G;2>:zﬁmd
Y = A
so dass aus (7.63) die Gleichung
O Y =% . (7.69)

wird. Diese Gleichung 16sen wir wiederum mit einem Ansatz ebener Wellen (positive/negative
Energie),

@Z)(x) _ 6:’:ikm¢k _ eiFi(Et—l;f)l/)k ]
Aus (7.69) folgt damit (kg = £FE > 0)

ENSy =% - Ky (7.70)

Wegen k,kt = k? = m? = 0 ist
E = +ky = +|k].

Wir definieren noch den Einheitsvektor
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womit aus (7.70)
5 kb, = 7% (7.71)
wird. Wegen {+°,7#} = 0 ist [y°, X] = 0 und deshalb

['f’,fl : k] =0. (7.72)

Die hermiteschen Operatoren +° und 3 - k haben deshalb gemeinsame Eigenzustinde. _2 -k
heifit Helizititsoperator und ist die Projektion des Drehimpulses (s. unten) entlang k. ~°
heit Chiralitdtsoperator und beschreibt das Verhalten von Zustdnden bei Raumspiegelung.
Wegen

(k) =) =1 (7.73)
und
Te(S - k) = Try® = (7.74)

haben beide Operatoren die jeweils zweifach entarteten Eigenwerte +1 und —1. Die Eigen-
zustidnde ergeben sich aus

Vus (k) = Fuy(k) (positive Energie), (7.75)
Vo (k) = Fvy(k) (negative Energie). (7.76)

In der Standard-Darstellung (7.64) gilt

. 1 ax(k)
k) = — A 7.7
(k) 2 (:l:a:t /{;)) ’ (7.77)
7 L[ be(k)
Ky = — 2. 7.78
ve(h) 2 (ibi(k;)> (7.78)
Aus (7.71) folgt dann
+5 - kay (k) = ay(k); (7.79)
dies wird gelost von
- cos ¢
_ 2
as(k) = <sin gews) ) (7.80)

o (F) = (_Singfm), (7.81)

COS 3
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und analog fiir by (k). Dabei ist

R sin @ cos ¢
k= | sinfsin¢
cos 6

Bemerkung: Man kann (7.71) 2x2-blockdiagonal machen, indem man zur chiralen Darstellung

iibergeht:
= UMy,
Yt = UMW,
1 1 /1 -1
mitU:—1+50:—< )
\/Q( ") =51 1

Dann wird (7.71) zu

A e . 0 e

D" = (aop 5. H)wh'
In dieser Blockdiagonalform spricht man von der (Dirac-) Weyl-Gleichung.
7.4 Kopplung an das elektromagnetische Feld

Analog zur nicht-relativistischen Theorie verwenden wir die Ersetzung

P — ﬁ—e[fund

H — H—e?,
bzw. fiir den Vierer-Vektor
p—p—e€A
wobei
pt = (%, ﬁ) Viererimpuls,

@ —
Al = (—, A> Viererpotential .
c

Dies fithrt zur Dirac-Gleichung im elektromagnetischen Feld in kovarianter Form,

(=" (ihd, — eA,) +me)p = 0.

(7.86)

Indem wir von links mit ¢y® = ¢ multiplizieren und (7°)? = 1 beniitzen, erhalten wir den

Hamilton-Operator H durch

Y SV 2
zha—\(ca-(p—e%l)—i-ﬁmc +e<1)>41p.

-~

=H

(7.87)
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7.5 Nicht-relativistischer Grenzfall, Pauli-Gleichung

Fiir kleine Geschwindigkeiten des Teilchens erwarten wir als Grenzfall die Schrodinger-Glei-
chung mit der nicht-relativistischen kinetischen Energie. Setzt man v = f;n—k < ¢ bzw. (mit
h=c=1) k< min die Losungen der freien Dirac-Gleichung, (7.61) und (7.62), ein, folgt

E—i—mX
up = o ~ (), (7.88)
k —X oy
—— Xr m AT
/—Xr k

\/ B2 X Xr

Nun betrachten wir beliebige Losungen positiver Energie £ > 0 (fiir £ < 0 analog) und
zerlegen den Vierer-Spinor in zwei Zweierspinoren ¢ > x (,,grofle und kleine Komponente*“):

_ cg)
v (5( '
So wird (7.87) mit 7 := §— eA zu

o (o 7 TTX 5 5
Zh& (¢) =c (; _ 77%2) +ed (z) + mc? (_QZ;() : (7.90)

Im nicht-relativistischen Limes ist die Ruheenergie die grofite Energie. Deshalb separieren

wir deren Dynamik durch
<Q~5) — e—imCQt/h (¢>
X X

ab, so dass sich ¢ zeitlich nur langsam verandert. Statt (7.90) haben wir nun

zh% (¢) . @%) +ed (;’2) ~ome? @) . (7.91)

Vernachliissige in der unteren Gleichung y und e®y gegen mc?y und erhalte

o-T

X & o, (7.92)

2me
—~—~

x¥
c

d.h. die kleine Komponente y dndert sich schnell aber nur geringfiigig, und folgt im Wesent-
lichen starr der grossen Komponente. Setze (7.92) in (7.91) ein und erhalte fiir die obere
Gleichung

o (1, L. . .
zha = (%(U-W)(o-ﬂ)+e<b> b (7.93)
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Es gilt
(G- @)(7-b) = abjo’c? = a;b;(0y; + iep0™) = @-b+iG - (@ % b) (7.94)
und damit
G 7 G F)=m2+id Fx7) Za?—chd B. (7.95)
Der letzte Schritt (%) folgt aus
(7 x @) = (myT. — 7my) @ = [y, 7] ¢
= [py—edy,p. —eA] = e(=[py, A:] + [p2, Ay]) 0
= ieh(0,A, — 0,A,) ¢ =iehB,¢.
Jetzt konnen wir (7.95) in (7.93) einsetzen:
h% _ %(ﬁ— e A)? —%0 Bed | 6. (7.96)

Zeeman-Term

Dies ist die Pauli-Gleichung fiir Spin-1/2-Teilchen mit dem 2-Spinor ¢ = (2?) Betrachte
1

ein homogenes Magnetfeld, B=VxAmit A= %é x Fund V- A = 0. Bahndrehimpuls und
Spin sind gegeben durch

L = Fxp,

= h

Dann ist

pP—ep-A—eA g+ A?

p2—2€g-ﬁ—|—62142

= P —eBx7) g+ A =p —eB - (Fxp)+ A
= pz—eé-f+62A2.

Und aus (7.96) wird

8q§ P’ € 2

=i
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Mit dem magnetischen Moment /i,

i = [iBahn + fspin ,
. L
HBahn = UB g )

—

o S
Hspin = gﬂBg-

Dabei ist g = 2 der gyromagnetische (Landé-) Faktor. Es stellt sich also heraus, dass die
Dirac-Gleichung eine Beschreibung von Spin-1/2 Teilchen, z.B. Elektronen, liefert. Das gy-
romagnetische Verhiltnis wird dabei (bis auf kleine Strahlungskorrekturen) richtig vorausge-
sagt.

7.6 Relativistische Korrekturen

Nachdem wir den nicht-relativistischen Grenzfall der Dirac-Gleichung kennengelernt haben,
gehen wir nochmals zuriick und betrachten die fithrenden relativistische Korrekturen zur
Pauli-Gleichung (7.96). Als Methode verwenden wir eine systematische Entkopplung der
groflen und kleinen Komponenten ¢ und x des Vierer-Spinors v mittels Foldy- Wouthuysen-
Transformation (F-W). In der Herleitung der Pauli-Gleichung hatte die kleine Komponente
X keine eigene Dynamik, sondern folgte starr der groflen Komponente ¢ (siehe (7.92)). Nun
nehmen wir auch die Dynamik von y (ndherungsweise) mit.

7.6.1 Foldy-Wouthuysen-Transformationen

Wir beginnen mit der Dirac-Gleichung wie in (7.87),
o) =Hyp (h=1), (7.98)
und fithren folgende unitére Transformation durch,
P = e Wy (7.99)
mit S = ST. Im allgemeinen ist S zeitabhiingig. Mit (7.99) in (7.98) folgt
iOpp = ie Y = ie S0 +i (O ) W = Hyp = He "¢/,
somit erhalten wir die transformierte Gleichung

i = (e (H —id,)e ™) ¢/ = H'Y'

=:H'
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wobei die Ableitung 9, nur auf e~**, nicht aber auf den Zustand wirkt. Wir méchten nun S

so wéhlen, dass

H = e®(H —id,)e™ (7.100)
die Komponenten ¢ und x nicht mischt (zumindest ndherungsweise). Dazu betrachten wir
H = cd (§—ed)+pmc +ed (7.101)
19
=0 =

mit den Matrizen

i (0 o (1 0
(0 5) -GN

Der ,,ungerade“ Term O mischt ¢ und x und soll durch die F-W-Transformation eliminiert
werden. Die ,geraden® Terme £ und Bmc? mischen ¢ und y nicht. Weil gmc? > O, &
kénnen wir eine Entwicklung in O/mc? und €/mc? (kleiner Parameter ,,1/m*) durchfiihren.
Die Vertauschungsrelationen

pE = &p, (7.102)
BO = —0p (7.103)

begriinden die Bezeichnungen ,, gerader” und ,,ungerader® Term. Zerlege den Hamiltonopera-
tor (7.100) in zwei Teile,

H = (H —i0,)e ™ = e He™™ 4 ¢¥(—i0,)e ™. (7.104)
Der erste Term wird mit der Baker-Campbell-Haussdorff-Formel (BCH)

ABe = B+ [A B+ A 4B+ ..+ L [AA [AB.]+.  (7109)

(.
. -

n-mal

entwickelt und der zweite Term direkt?
‘ . 1 1 ]
e (—id)e ™ = (1 +1iS — 552 + ) (—i0y) (1 —iS — 552 - %53 + )
1
= (1 +1i8 — 552 + )

. i . 1. 1 . 1 .

x (—S + 585 + 588 + 2985 + £S5 + S55 + )
_ $+tssilssrteery logsi Lo
B 2 2 6 6 6

I Logs 1 e

iS5~ 5885 — 5825+ 0528 + .

. ) 1 )
- —S—%[S,S]+6[S,[S,S]]+.... (7.106)

3Man kann fiir den zweiten Term auch die BCH Formel verwenden, wenn man beriicksichtigt, dass die
Ableitung nur auf e~* wirkt und die Terme, in denen 9, ganz rechts steht, weglisst.
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Aus (7.105) und (7.106) zusammen folgt fiir (7.104):

72 i3 7;4

H' = HilS ] + 5[5, [5 H) + (5, [,15, )]l + (515, 5.5, #]])
g %[5, g - %[S, 19,87 + ... (7.107)

So wird (7.101) mit der Konvention ¢ = 1 zu
H =pm+ &+ O+iml[S,[] +i[S,&] +i[S,0] + ... (7.108)

Der grofle ungerade Term O soll verschwinden. Durch geschickte Wahl von S hebt er sich
mit dem Term im/[S, 5] weg. Dazu wéhle

Si= LA,
m
mit der Bedingung
4.8 = -0
Losung:
1
A = =
90,
=S = —50

2m

Dabei kann S o % als, kleiner Parameter® aufgefasst werden. Zur Berechnung der Terme in

(7.107) eliminieren wir ungerade Terme bis 1/m? und berechnen die gerade Terme bis 1/m3,

ilS,H] = —O—l—%[@,g]—i-
i2 BO? 1 1 3
5[‘97 [S’HH = _%_w[oa [O,SH—Q—WO )
i3 O3 1 4 16
) 6[57 [57 [57 Hm = W4_ Wﬁo T 48m3 [07 [07 [O’ 5]“ )
SIS IS Iss. ) = S0

24 :
. iBO
S = % ,

B

2
m<

—519 S] = ——]0,0].

8m?2
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Also wird (7.108) zu

H = pm
o o 1
+5 (G = 5o ) + € = Gaal0 0,61 - 5110.0)
e
5 iBO
T om© “”‘W*%'
Y

Die ungeraden Terme O’ treten nur noch mit O(m™!) auf, nicht mehr mit 0(m") wie in O.

Mit einer weiteren F-W-Transformation kénnen die ungeraden Terme weiter reduziert wer-
den,

o By BBy e OO
5= m  2m <2m[O’g] 3m?2 * 2m> ’
"o i’ 1 —iS" / ﬁ ’oof Zﬁ@’ -3
= H'" = " (H —id)e ™ =pm+E& +2m[0,5]+ 2ml+o(m )
=:0"

Die ungeraden Terme in O” treten nur noch mit O(m~2) auf, im Gegensatz zu O’ mit un-
geraden Termen oc m~!. Nun eliminieren wir auch noch die O(m~=2) Terme mit einer dritten
F-W-Transformation,

" o _2'60//
ST o= T
o o 1
= H" = pm+&=F(m+ =+ +&—-=I0,[0, gl +i0]. (7.109)
2m  8m? 8m?
Umformung der einzelnen Terme:
O? 1 /o o =2N\2x 1, <, €2 =
%_%@4-@—614)) —%(p—eA) —%Z-B. (7.110)

Dabei sieht man (x) mit

alad = 69 4 jeikyk ok A
’ 0 o)

ein, sieche Herleitung der Pauli-Gleichung (7.96). Fiir das zweite Argument im Kommutator
von (7.109) finden wir

(0,&] 410 = [ (p — eA?), e®] — iea’ A = —iea (0;® — A") = iea’E' .
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Damit wird der Kommutator zu
[0,@-E] = o'dd(p) —eA)E — o Eal (pi — eAY)
= (p' — eAVE' — E'(p' — eA") + icI*SF (p' — eANVET — id*SFEI(p' — e AY)
= (7-E)+35-(V x E) - 2% (Ex (ﬁ—eff)) .

Somit ist der letzte Term in (7.109):

1€ L o= e = = e = = = e = 2, . .
Durch Einsetzen von (7.110) und (7.111) in (7.109) erhalten wir
_ 2 (ﬁ_ 614—")2 ]‘ — e 2 = = 2
H" = p <mc e T e ((p— eA)” —eX - B) +ed
——p¥ - B — Y- (VxE
2m5 8m?2c? (V> E)
e — — = -, (& — —
—WE- (Ex (p—eA)) —WV-E. (7.112)

Diese transformierte Form des Hamilton-Operators ist unser Ausgangspunkt zur Diskussion
der relativistischen Korrekturen in der Pauli-Gleichung.

7.6.2 Pauli-Gleichung mit relativistischen Korrekturen

Die Komponenten ¢ und x sind nun vollig entkoppelt, es treten nur gerade Terme auf.
Betrachtet man nur die Komponente ¢ folgt mit der Annahme V x E = 0,

a 1 —, —
ia—(f = {mc2 et o (- ed) — %5-3
4
S 8m3c? 4m2020' (E x (P eA)) B WV ) E} ¢, (7.113)

die Pauli-Gleichung mit relativistischen Korrekturen.
Bemerkung: Beim O* Term haben wir nur den fiihrenden Beitrag oc p* mitgenommen.

7.6.3 Diskussion der relativistischen Korrekturen

1. Die relativistische Massenkorrektur

p4

m3c?

folgt aus der Entwicklung der relativistischen kinetischen Energie,

(7.114)

2 4

Vit =me+ L

2m  8m3c?
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2. Die Spin-Bahn-Kopplung* bewirkt den Term

(&

S rerld (E x (5 — eA)> , (7.115)

wobei E x (§— eA) das effektive Magnetfeld durch Lorentz-Transformation ins Ruhe-
system des Elektrons ist. Fiir A =0, £ = —=V&(7) und ®(7) = ®(r) ist

- - 7 0P
E=-Vo(r)=———
() r or
und
= = 109 < 102 -
Y- (E =% (7 =———X L.
(£ p) r or (7 p) r or
Daraus folgt der Spin-Bahn-Hamiltonoperator
e 109 -
HspinBain = ———-—20 - L, 7.116
Spin-Bahn = 22 9 7 ( )

mit Spin ¢ und Bahndrehimpuls L. Dieser erklirt:

e Korrekturen der Atomspektren: Authebung der Entartung von Drehimpulsmulti-
pletts, z.B. im H-Atom,

4 j+3

AE, izt = RYy—5—3

72 (Za)? (3 n )

. 2
mit o = ?—
1C

e Spin-Aufspaltung in Festkorpern, z.B. Halbleitern.

. Eine etwas vereinfachte Erklirung fiir den Darwin- Term?®
e = = e
————V - E=——=A9(F 7117
8m?2c? 8m?2c? () ( )

ist eine ,, Zitterbewegung® (vgl. Diffusionsgleichung), verursacht durch die Beimischung
von Losungen negativer Energie. Dies fithrt zu einer Impulsunschéirfe Ap ~ mc, so dass
wegen der Unschéarferelation

AxApzhéAx%izi:/\c
Ap  mc

das Potential auf die Compton-Wellenlénge Ao ,,ausgeschmiert® wird:

(B(F + AZ)) ~ O(7) + (AT) - VO(F) + %(Aaﬂm@(f; . (7.118)

4Statt Spin-Bahn-Kopplung wird auch der Begriff Spin-Orbit-Kopplung beniitzt.
SBenannt nach Charles Galton Darwin (1887-1962), einem Enkel von Charles Darwin, dem Begriinder
der Evolutionstheorie.
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Problem bei dieser Erklarung: Sie stimmt nur, wenn die Spinor-Struktur mitgenommen
wird. Die F-W-Transformation ist nicht-lokal,

—
/

W (F) = /d?’r’K(ﬁﬁ)@b(r ) = P(F) + Ky - V() + %Kﬂb(f’) -

Taylor

wobei did Matrix-Integrationsterme K den Hauptbeitrag fiir |7 — 1’| < A¢ liefern. Die
Korrektur £ Kyt (7) gehért zum Darwin-Term.

4. Weitere, hier nicht diskutierte Korrekturen sind die Hyperfeinwechselwirkung (mit
Kernspins) und der Lamb-Shift (von der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes
stammend).

7.7 Interpretation der Dirac-Gleichung

Gestiitzt auf den nicht-relativistischem Grenzfall haben wir bisher die Dirac-Gleichung als
Einteilchen-Wellengleichung fiir Spin—%—Teilchen (z.B. Elektronen) aufgefasst. Die Dichte p =
4% = 9Ty > 0 ist positiv. Ein Problem stellt aber die Existenz von Losungen negativer
Energie, F < 0, dar. Kénnen wir diese einfach ignorieren?

Nein, denn ein Teilchen welches anfangs nur positive Energie-Komponenten hat,

aber raumlich stark lokalisiert ist, Az £ A\¢ = mic, erhélt mit der Zeitentwicklung der Dirac-
Gleichung eine Komponente negativer Energie,

w<t>0>=(j§), VA0

Problem: Ein Teilchen kénnte durch die Kopplung ans elektromagnetische Feld immer in
einen Zustand mit tieferer (negativer) Energie zerfallen. Wegen der Existenz von Zusténden
mit beliebig tiefer (negativer) Energie wiirde dies Instabilitidt bedeuten!

Dirac hat dazu folgenden Ausweg gefunden (1930):

1. Alle Zustédnde negativer Energie sind im Vakuum besetzt.

2. Wegen dem Pauli-Prinzip konnen Teilchen dann nicht zerfallen, da die Zustédnde tieferer
Energie schon besetzt sind.

Ein Teilchen ist also eine Anregung aus dem Vakuum:
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E

mc? [
k

alle Zustande

besetzt \ \

Bemerkungen:

ein "Loch"

E
\ein Elektron
N
Vakuum

e Das ,Loch® ist ein fehlendes Elektron, d.h. ein , Teilchen“ mit Ladung —(—e) = +e.

Diese Locher heilen auch Antiteilchen, im Fall von Elektronen heiflen sie Positronen.

Antiteilchen und Teilchen konnen sich gegenseitig ausloschen, annihilieren.

Man beachte die Analogie zum gefiillten Fermi-See in der nicht-relativistischen Theorie
der Metalle (Kapitel 4.2).

Die Locher-Interpretation fiithrt uns zur Vielteilchentheorie, d.h. zur Quantenfeldtheorie

(QFT).



Kapitel 8

Quantenelektrodynamik

8.1 Elektronen

Ausgehend von der Dirac-Gleichung stellen wir nun eine relativistische Vielteilchentheorie
auf (Dirac-Feld). Es fiihren mehrere Wege zum Dirac-Feld, wir wéhlen hier den aus Kapitel
4.1 bekannten Weg der zweiten Quantisierung. Ein Uberblick ist in Abb. 8.1 dargestellt.

Einteilchentheorie Vielteilchen- oder Feldtheorie
(endliche Anzahl von Freiheitsgraden) (unendlich viele Freiheitsgrade)

klassisch Spezielle > Dirac-Gleichung als
Relativitatstheorie - klassisches Feld

- : "Feldquantisierung"
— \‘I/
quanten- Dirac-Gleichung _ Dirac-Feld
. 2. Quantisierung
mechanisch

Abbildung 8.1: Mogliche Herleitungen des Dirac-Feldes

8.1.1 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Die Einteilchen-Losungen der Dirac-Gleichung sind (vergleiche (7.61) und (7.62))

153
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fiir das Elektron (¢))) bzw. das Positron (¢(7)). Dabei ist

E; r
Uﬂ’(k) = k_'_m (5_>]§X> ) (81)

2m

B ve(k) - r=11_ [Eg+m %i%&(r
wy (k) = { (k) s =2 }— ( ) ; (8.2)

10y Xr

-1 0
die Positron- (Antiteilchen-, Locher-) Zustédnde so definiert, dass sie fiir gegebenes r = 1,2
denselben Spin wie das entsprechende Teilchen haben. Es gelten die Orthogonalitdtsrelationen

mit ¢ = 17 r= 1727 X1 = (é)a X2 = ((1)>7 k= (E,E) und Z-O'y: ( 0 1) Damit haben wir

(8.3)

wobei 1, (k) = u, (k) etc. die adjungierten Spinoren bezeichnen. Wir definieren nun wie in
Kapitel 4.1 die zugehérigen Vielteilchenzustinde und die Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren

b:k erzeugt ein Elektron und
b, vernichtet ein Elektron

1
2

mit Spinor u, (k)e~***, Energie E = kg = y/m? + (k)2 > 0 und Spin (im Ruhesystem) S = +
(fir r = 1) bzw. S = —1 (fiir r = 2). Analog:

d:[k erzeugt ein Positron und
d, vernichtet ein Positron

-

mit Spinor w,(k)e**, Energie E = ko = \/m?2 + (k)2 > 0 und Spin (im Ruhesystem) S =
+3 (fir r = 1) bzw. S = —3 (fiir r = 2). Bei den Vertauschungsrelationen miissen wir
die fermionischen wihlen (Antikommutatoren), ansonsten ist die Energie nicht nach unten
beschrankt und somit das System instabil. Also:

{bris bl } = {dpr dlp } = SOt
{brks b} = {01, b} = {doky done} = {dly, dly} = 0, (8:4)
{brks dyoie} = {boa dly} = {0l doie} = {bl, dlp} = 0.

Mit diesen Operatoren kénnen wir sofort den Energie-Impuls-Operator hinschreiben (h = 1):

Pt =" k(b b + dydo) - (8.5)

Er
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Die Null-Komponente daraus ist der Hamiltonoperator, mit k° = (12)2 +m? = Ej,
Hy =P = Ep(bl b+ dldo) . (8.6)
Er

Die Gesamtladung

_ E T
= —€ brkbrk — did'rk ) (87)
——
k,r Elektronen Positronen:
—e +e

kommutiert mit dem Energie-Impuls-Operator,
[P, Q] =0, (8.8)
insbesondere ist die Gesamtladung eine Erhaltungsgrofe:

[HeaQ] =0. (89)

8.1.2 Feldoperatoren

Versuche, mit

T _ [ m T zka: 1
Z wTk b’rk - ; VEEur(k) brk

ein Elektron am Punkt x = (¢, 7) zu erzeugen. Wegen der Lokalisierung auf einen Punkt, d.h.,
auf ein Gebiet kleiner als die Compton-Wellenldnge A¢, wird aber dieser Zustand unter der
freien Dirac-Gleichung nicht stationér sein, sondern zwischen Elektron- und Loch-Zustdnden
oszillieren. Wir miissen die Feldoperatoren durch einen wvollstindigen Satz von Zustdnden
ausdriicken, einschliefllich der Losungen negativer Energie. Deshalb definiert man den Feld-

operator als
— m —ikx T ikx
= Ek /VE,; (brkur( +d we(k)e ) (8.10)

und den adjungierten Feldoperator als

b(z) =Y (x)y —Z,/VEﬁ 0, (k lkx—l—kaur(/{)eikw) . (8.11)

Der Vorfaktor resultiert aus der Normierung unter Beriicksichtigung der Langenkontraktion.
Damit und mit den Orthogonalitétsrelationen (8.3) kann man zeigen, dass

H, = / Brip(r) (—ir' s + m)b(F) (8.12)
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Fiir die gleichzeitigen Antikommutatoren gilt

{Walt,7), st ")} = A0s0°(F—17), 8.13)
{Va(t,7), 057} = 6ap08%(F—17). (8.14)
Eine weitere niitzliche GréBe ist der Energie-Impuls-Tensor,
T (x) = ip(z)y" 0" (), (8.15)
der die Kontinuitatsgleichung
0,T" =0 (8.16)

erfiillt (freie Teilchen). Beweis:

adjungieren:

nutze

=

(—iv'o, +m) =0 = iy, =my,
<
M (z’v“T On —l—m) V=0,
P =q Y=yt {7} =20
«— _ — —
¥y (iv“ u +m> =0 = Yiy” 9p=—my,

0T = i (x) (7“ D, 0" + awau) U(@) = Y(=m+m)y = 0.

Oder mit dem Noether-Theorem.

Man findet aus (8.16)

8tT0V — —@TW .

Mit dem Satz von GauB ergibt sich, falls 7% im Unendlichen geniigend schnell abfillt:

Bemerkungen:

@5 / dngOV =0.

(i) Die Komponenten

TOI/ — ,“E,Y(]ayw — ZwTayw

heiflen Energie-Impuls-Dichte und

T% = P° = ip)'o,

ist die Energie-Dichte.
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(ii) Der Energie-Impuls-Vierer-Vektor
Pt = / d3rTo
ist eine erhaltene Grofe.
Als néchstes betrachten wir den Drehimpuls- Tensor,
M = %ﬁWMUVA@D TN — AT
mit 0"* = [y", 7] = ***%F wie in (7.2). Dieser hat folgende Eigenschaften:

o MM = MMV,

e Erfiillt 6 unabhiingige Kontinuitéitsgleichungen: 9, M*** = 0. Beweis: Einsetzen oder
Noether-Theorem.

Es ergeben sich die erhaltene Gréflen
1
M7 = / dPr MO = / d*ryt (50” +a'pt — x’\p”> ¥, (8.17)
aus deren raumliche Komponenten

MY = /d?’mfr —o" +a'p) —alp | = €TF TR, (8.18)
S i

Spin

Bahndrehimpuls

man den Drehimpulsvektor J = [ 3zt (x) (%i + 7 X ﬁ) ¥(x) erhilt.

8.1.3 Spin-Statistik-Theorem

Das Spin-Statistik-Theorem (Fierz 1939, Pauli 1940) stellt einen direkten Zusammenhang
zwischen dem Spin einer Teilchensorte und deren Vertauschungsrelationen (Bose oder Fermi)
her.! Die Aussage des Theorems ist:

Teilchen mit halbzahligem Spin (1/2, 3/2, ...), z.B. Elektronen, sind Fermionen, solche mit
ganzzahligem Spin (0, 1, 2, ...) sind Bosonen.

Zum Beweis kann man versuchen, die bekannten Feldtheorien sowohl mit Fermi- wie auch
mit Bose-VR zu quantisieren. Jeweils bei einer der beiden Mdglichkeiten stellt man einen

1Letztere werden wegen den Auswirkungen in der statistischen Mechanik als Teilchenstatistik bezeichnet.
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Widerspruch zur Kausalitdt im Sinne der speziellen Relativitatstheorie fest. Die Forderung
der Kausalitat bedeutet, dass Operatoren O(x), die auf raumartig getrennte Regionen in der
Raumzeit wirken keinen Einfluss aufeinander haben kénnen und somit kommutieren miissen,

d.h.
(x —2')? < 0= [O(x),0(z")] = 0. (8.19)

Hier betrachten wir das Dirac-Feld fiir Spin-1/2-Teilchen und skizzieren kurz den Fall von
Spin-0 Teilchen.

(i) Spin-1/2 Teilchen (oder allgemein Teilchen mit halbzahligem Spin (1/2, 3/2, 5/2,...))
haben eine gerade Anzahl von Spinor-Komponenten.

e Quantisierung der (Dirac-) Feldoperatoren mit Anti-Vertauschungsrelationen (Fer-
mi-Statistik):

®
IS

00 0o
==

(8.20)

IIC9
<~
]
$
]
9}
3

{'Qba ($)7 @Eﬁ ($,)}
X (um(k)w(k’)e—ik“ik’m’ + wm(k)ww(k’)eikw—ik’w’)
— l ﬁ —ik(z—2x) _
= 7 z}; T (e zr: Ura (k) Ur5(k)

4 eth(a—a") Z wm(k)wrﬁ(k)>
) / d3k i e—ik(z—x’) (k + m)
(27T)3 EE 2m of
_|_€ik(x—x’) k -m
2m af
1 k1

= (i@ + m)aﬁ’é / WE_k <€_ik(x_xl) — eik(x_xl)>
= (@@ +m)agil(z —2'),

—~
*
~

mit

1 d3k. 1 —ikx ikx
A(@_Z/(Qﬂ)?’gg(e — ety

wobei ko = Ep. AuBlerdem wurde im Schritt (*) verwendet, dass mit (8.1) und
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(8.2)
Zurﬂr = rrm bzw
2m
r=1,2
D
r=1,2 m
gilt.

e Eigenschaften von A(x):

(a)

Ax) = —i / %(S(k2 — m?)e(k%)e ke

mit e(k°) = A(K°) — O(—KO).

Beweis: Einsetzen und k°-Integration ausfiihren.
(b) Mit (a) gilt auch

(c) Fiir eigentliche, orthochrone LT A ist
A(Az) = A(z),

d.h. A ist Lorentz-invariant.
Beweis: Mit (a) und der Substitution &' = A~ 1.

(d) Fiir raumartige Vektoren x (also 22 < 0) gilt neben (b) auch

Beweis: Beniitze (¢) um z auf einen reinen Raumvektor (Zeitkomponente ver-
schwindet) zu transformieren, dann (a).

(e) Fiir raumartige Vektoren z gilt somit:
A(r) =0 (fiir 2 <0). (8.21)

e Spin-Statistik-Theorem

Wegen der Mikrokausalitit (oder Lokalitdt) miissen raumartig getrennte Observa-
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ble O(x), O(2’) mit (z — 2’)* < 0 vertauschen. Wéhle

O(z) = = Z

= ta()[ta(r), (2 ) ()] + [ (iU) (' )ih(2") a2

= Yal ), s s (") = Ys(a){Ya (@), ¥s(2)})
+ ({al(2), ¥s(2") }bp(a’) — p(2"){tha(@), Pp(2)}) alx)

(i +m)a 6iA(93—$'))W( )

') (=i + m)gaiA(x — 2)) tha(x)

= 0, falls (x — 2")® < 0, wegen (8.21).

e Man kann auch versuchen, das Dirac-Feld mit den Bose-Vertauschungsrelationen
zu quantisieren:

= Ya(@)a(2), (@) ()] + Wa(2), & (2)e(2)]a()
= a(®) (Ys(2)[¥a(2), ¥a(2)] + [a(x), ¥a(=)]a(2)) +
+ (V(2")[ha (), Yp(2")]a(x) + [Yalz), Ys(a)]tbs())) Yalz).

Im weiteren Vorgehen muss man nun Kommutatoren statt der Anti-Kommutatoren
(8.4) benutzen. Die (8.20) entsprechende Rechnung fiihrt auf

[Ya(@), ¥5(2)] = (i + m)agidi(z — ')

mit

1 Bk 1 , ,
A —ikx ikx ]
o) =5 / P B ™)

Die Funktion A;(z) verschwindet im Allgemeinen nicht fiir 22 < 0, die Mikrokau-
salitit ist verletzt! Y

Das Dirac-Feld muss also unbedingt mit den Fermi-Vertauschungsrelationen (8.4)
quantisiert werden.

(ii) Spin-0 Teilchen (oder allgemein Teilchen mit ganzzahligem Spin (0,1,2,...)) werden mit-
tels der Klein-Gordon-Gleichung (7.6) beschrieben.

e Bei Quantisierung mit Bose-Vertauschungsrelationen,
[6(2), ¢(2')] = iA(z — 2')

ist die Mikrokausalitat erfiillt.

e Bei Quantisierung mit Fermi-Vertauschungsrelationen wiirde die Mikrokausalitéit
verletzt.
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8.2 Photonen

Ausgehend von den Maxwell-Gleichungen von Kapitel 6 erhalten wir durch Feldquantisierung
das quantisierte Strahlungsfeld, sieche Abb. 8.2.

Einteilchentheorie Vielteilchen- oder Feldtheorie
(endliche Anzahl von Freiheitsgraden) (unendlich viele Freiheitsgrade)
klassisch harmonischer Oszillator Maxwell-Theorie
| "Feldquantisierung"
quanten- quantenmechanischer quantisiertes Strahlungsfeld
mechanisch harmonischer Oszillator (Photonen)

Abbildung 8.2: Quantisierung des Strahlungsfeldes.

8.2.1 Klassisches Strahlungsfeld

Das elektromagnetische Feld wird beschrieben durch die Maxwell-Gleichungen (5.6)—(5.8),

—

V-E= pleg, VxB—E/= pj,

V-B 0, VxE+B= 0,

wobei E das elektrisches Feld, B die magnetische Induktion (,Magnetfeld“), p die Ladungs-
dichte, jdie Stromdichte, ¢, die Vakuum-Dielektrizitdtskonstante, uy die Permeabilitit des
Vakuums und ¢ = (EO,LL())_% die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnen. Mit der Vierer-
Stromdichte

-,

= (pe.). (8.22)
und dem Feldtensor

0 —E, —E, —E.
E, ~-B. B,

wo_
F_E

0
, DB 0 -—-B;
E., -B, B, 0
lassen sich die Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form schreiben (vgl. (6.8) und (6.9)),
inhomogen: 0, F" = poj"”, (8.23)
homogen: OFM 4 OFF" 4 9" FM = 0. (8.24)
Auflerdem erfiillt die Stromdichte die Kontinuitétsgleichung,

85" = 0. (8.25)
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—,

Wir 16sen die homogenen Gleichungen (8.24) durch das Vektorpotential A* = (®, A),
Fr=0rAY — OV A .
Mit den inhomogenen Gleichungen (8.23) folgt dann

0,00 AV — 070, A" = 1" (8.26)
=0

Der Ubersichtlichkeit wegen setzen wir nun €y = g = ¢ = 1.

Eichtransformationen

Das Vektorpotential A* ist durch (8.26) nicht eindeutig festgelegt, sondern nur bis auf Eich-
transformationen

AP s AP = AP 4 M) (8.27)

wobei A(z) eine beliebige (differenzierbare) Funktion sein kann. Dabei bleiben F*, E und B
invariant. Mogliche Eichungen:

Lorenz-Eichung: 0, A" =0
Coulomb-Eichung: VA =§;A" =0.

(=transversale Eichung)
Hier verwenden wir die Coulomb-FEichung. Mit

0,A" = 0, A" + 0, A" = 8_@
~~ Ot

=0
wird (8.26) zu
—0OA" — 919y A° = j#.
Fiir 4 = 0 finden wir daraus die Poisson-Gleichunyg,
—A® = 0,000 — 3°0y® = p, (8.28)

mit der Losung

o
@(F’ t) = Ao(f’7 t) — /d?)r/ p<7" 7t)

47r|7_”—77| .

(8.29)

Fiir p =1 = 1,2, 3 ergibt sich die Gleichung
0,0" A; + 0;00A0 = J; - (8.30)
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Den zweiten Term auf der linken Seite kann man durch die Losung fiir ® = A° ausdriicken,

8.0, A7 1) %2 o, / PRGN
4 ]7“—

s
B2 _p /ds ; (')
A7 |7 — r\
() s, (1) 00 .
= —8,8 /d T =
g 47r|r—r’| A InlF)

Den Schritt (%) sicht man mit partieller Integration ein. Damit wird (8.30) zur Wellenglei-

chung:

Die Gleichungen (8.28) und (8.31) sind analog zu (5.13) und (5.12), jedoch mit der Coulomb-
Eichung anstelle der Lorenz-Eichung. Im weiteren Vorgehen werden wir die Coulomb-Eichung
verwenden.

Zur Notation:

—

o) = [ 0 =),

= —Ag(r) = f(7).

Den Integrationsterm

nennt man Green-Funktion des Coulomb-Potentials.

Lagrange-Dichte fiir das elektromagnetische Feld

Wie die Newtonschen Gleichungen kénnen wir auch die Maxwell-Gleichungen im Lagrange-
Formalismus aus einer Lagrange-Funktion erzeugen. Weil die dynamischen Variablen in der
Elektrodynamik Felder sind, ist die Lagrange-Funktion das Integral L = [ d*rL(F) iiber die
Lagrange-Dichte

. 1
L(A,,A,) = _ZF’“’FW — J A", (8.33)
Die Euler-Lagrange-Gleichungen
oL oL
Ou(—F") = 0 =2

ho0.A)) 04,
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ergeben die Maxwell-Gleichungen (5.5) bis (5.8). Der zur Variablen A, kanonisch konjugierte
Impuls ist

= % = —F% (8.34)
DA,
so dass
=0, 7 =E". (8.35)

Wegen 7° = 0 ist A° konstant. Da es im gesamten Formalismus lediglich auf Ableitungen des
Potentials A* ankommt, kénnen wir A° = 0 wihlen.

Fiir freie Felder j# = 0 erhalten wir aus (8.33)
| L = P2
L= —ZF“ F. = Q(E — B%). (8.36)
Die entsprechende Hamilton-Dichte ist
L 1 - .
H=nA—-L= 5(E2 + B?). (8.37)

Die rechte Seite von (8.31) verschwindet wegen j* = 0, so dass wir die Wellengleichung
A, =0 (8.38)

erhalten. Die allgemeine Loésung dieser homogenen Wellengleichung ist

2
A“(ﬁ t) _ ZZ 1 (eiikxe‘f ap s + eikz(elf )*CLJL ) (839)

- P\ B
ioA=114/2|k|V

mit
o= |k, (8.40)
k- €x = 0 (wegen Coulomb-Eichung, V-A=0),
e%/\ = 0 (wegen A% =0),
Ga Gin = O (lineare Unabhéngigkeit der Losungen in (8.39)).
Bemerkung: In (8.39) sind a; , und aTE | vorerst komplexe Zahlen (also a% L= ar /\), wir werden

aber sehen, dass sie in der quantisierten Theorie zu Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
werden.

Damit ist das elektrische Feld
k|

F=-A=- o (—ie ™6 yagp + e () 0, ) (8.41)

El
>
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und analog fiir das Magnetfeld. Fiir die Energiedichten im elektrischen und magnetischen
Feld finden wir

[ = ‘E‘ * * B/ =
/d3r|E(r)|2 = Z o (a,;’/\a,;%\ + a,;j/\a,;’/\> = [ &r|B(F)]*. (8.42)
kA
Dabei wird im letzten Schritt B = V x A verwendet. Die Hamiltonfunktion
= [ @) = 305 (af yag, + agaa,)
kA

beschreibt einen harmonischen Oszillator fiir jedes Paar (E, A). Dies kann man mit den Sub-
stitutionen

we = |k, (8.43)
(A)E 1 X
g — ﬁxﬁ,\"‘ Qhwfpﬁ,w
k
R I
Yin = A\ opTEa T QMEZPE’)‘

explizit sehen. Damit wird die Hamiltonfunktion zu

2
X
k

2
pE,A 2k
H= Z (T +wi5 ] - (8.44)
kA

8.2.2 Feldquantisierung

In (8.44) werden x; , und p; , auch Quadraturen des elektromagnetischen Feldes genannt. Die
harmonischen Oszillatoren konnen nun wie tiblich (siehe Kapitel 4.1) unabhingig voneinander
quantisiert werden, indem xj , und p; , als Operatoren mit der Vertauschungsrelation

(25 as PrA) = 1RO\ N O

aufgefasst werden. Dann findet man fiir die Operatoren a; , und a% R welche die komplexen

Amplituden ay , und a% | ersetzen, aus (8.43) die Relationen

[a,—c»v/\,at } = 5>‘7)‘/5E,k?7 (845)

anapy] = Jabal =0, (8.46)
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Die Anregung, die durch den Operator al erzeugt wird, heit Photon mit Impuls /2, Energie

kA
|k| und Polarisation (oder Helizitét) A. Gleichung (8.39) kann nun als Feldoperator fiir das
quantisierte elektromagnetische Feld aufgefasst werden.

Bemerkung: Im Unterschied zu () und ¢(2) beim Dirac-Feld sind A(z), E(z) und B(z) alle-
samt hermitesche Operatoren und somit physikalische Observablen (siehe (8.10) und (8.11)).

Der Hamiltonoperator des freien elektromagnetischen Feldes ist nun
1
H,= Zc\k\( Ty T ) . (8.47)

Etwas stérend ist hier noch die divergierende Nullpunktsenergie > /\% — 00, die oft durch
Einfiihrung des normalgeordneten Produkts wegdefiniert wird. Dabei werden bei Operator-
produkten die Vernichtungsoperatoren immer rechts der Erzeugungsoperatoren geschrieben:

1
0= /d3 (B + B?) - Z Flaf az... (8.48)
Der Impulsoperator des Strahlungsfeldes (Poynting- Vektor) ist
p= /dgrﬁ xB: = Zka%)\a,—f—’/\. (8.49)
kA

Kommutatoren der kanonischen Variablen (aus (8.39) und (8.41) mit (8.45) und (8.46)):

AR, A 0| = i 5”._81'81' 5(F—17), (8.50)
A
[Ai(F,t),Aﬂ‘(ﬁ,t)} — [Ai(7 ), A1) = 0. (8.51)

Der Operator in Klammern auf der rechten Seite von (8.50) stammt daher, dass wegen der
Coulomb-Eichung V - A = 0 das elektromagnetische Feld A und damit auch E' transversal
sind, d.h. die Polarisation €, muss immer senkrecht auf & stehen, siche auch (8.40). Die

Quantisierungseigenschaften hdngen mit A von der gewihlten Eichung ab. Die Felder E und
B sowie deren Kommutatoren sind aber eichinvariant:

.-
/

[E'(7,t), B (F,t)] = [Bi(Ft),Bi(r
[Ei(f,t),BJ‘(ﬁ,t)] = ST — 7).

Diese Kommutatoren sind lokal, im Gegensatz zu (8.50), wo der nicht-lokale Operator 1/A
auftritt.
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8.3 Licht und Materie: QED

In den Kapiteln 8.1 und 8.2 haben wir uns das freie quantisierte Dirac-Feld (nicht-wechsel-
wirkende Elektronen) bzw. das freie quantisierte Strahlungsfeld (nicht-wechselwirkended Pho-
tonen) betrachtet. Nun sollen diese beiden Felder gekoppelt werden, um Streuprozesse zwi-
schen Photonen und Elektronen bzw. Strahlungsiibergénge verstehen zu kénnen. Wir be-
trachten diese Prozesse aber nicht im Detail, sie sind das Thema der ,,Quantenfeldtheorie.
Zur Herleitung des entsprechenden Hamiltonoperators beginnen wir mit dem fiir Elektronen,
(8.12),

H, = / dPrip(7) (—iv'0; + m) »(7)
und machen die iibliche Ersetzung fiir die Kopplung an das elektromagnetische Feld:
Pu =10y = pu — €A, (po=H),
wobei aber hier A ein Feldoperator ist. Daraus folgt
H, — H.,+ H., mit
Hy = o [ @ri@nran. (8.52)
Insgesamt ist
H=H.+H,+H,,,

wobel

Hy, = |kla ag, (8.53)
EA

aus (8.48) und

- 1 ik e i
A =Y (e oelt ag, + ™ (et )al )

B \/ 2’]2“/

Bemerkung: Man kann auch nicht-relativistische Elektronen an das quantisierte elektroma-
gnetische Feld koppeln. Dann ist

aus (8.39) bekannt sind.

1 . - 0\ 2 . .
H = o 2 (pl-—eA(n-)> +ZV(7"1-)+Ze®(ri)+Hp:He+Hep+Hp,
p?
H, = V@),
Z<2m+V(r)>

(2

2
€ 1T — € — —
He, = T § A7) - pi + om E A(T¢)2 + E e®(73) (8.54)

()
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und H,, wie in (8.53). Fiir schwache Felder ist der zweite Term von (8.54) oc A? viel kleiner
als der erste oc A.

Wir betrachten nur die folgenden Prozesse:

(i) Strahlungsiiberginge und

(ii) Streuvorgénge.

8.3.1 Strahlungsiiberginge

Beispiel: H-Atom, hier konnen die Elektronen nicht-relativistisch behandelt werden.

Berechnung von Emission und Absorption

Wir benutzen Fermis Goldene Regel (3.35) aus der zeitabhiingige Storungstheorie. Die Uber-
gangsrate zwischen zwei Eigenzusténden |i) und |j) von Hy = H, + H,, ist

2

Liyj = ng(Ei — E)|(j|Heplt) (8.55)
mit den Zustanden
li) = ]aﬂn),h... und
7) = [BInE1);,...

Diese ergeben sich aus dem Zustand des Elektrons sowie der Anzahl der Photonen. Fiir
Emission eines Photons gilt n — n + 1, und man findet die Rate

em (855 27 1 e’ LR s 2
rem, = >V g o0 e —€q + hwg )2m2|E\<n+1> (Ole™" ()" - Play| (8.56)
k,‘7)\ Ele.ktronen— Photon
niveaus = ch|E|

Dabei wurde

e in (8.54) nur der erste Term beriicksichtigt,

o A(7) aus (8.39) in der Schrédingerdarstellung (d.h. ohne Zeitabhingigkeit) in (8.54)
eingesetzt und

* 12,,\<” + 1|a£’/\|n>l—€-’/\ = v/n + 1 benutzt.
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Im Kontinuumslimes kann man die Summe durch ein Integral ersetzen,
1 Z . / d3k 1
V & (2m)3  (2m)3
k

Damit wird (8.56) zu

dkk?

A

Oberfldachen-
integral

2

om 2m e
Pty = 50 Z/dkké eb—ea+ch\k\)/
A
27re w(n+1)
- 27T 3m2 Z/dQ

| (le (e )" pla)|

2
_zk:T ekA) ﬂ@‘

wobei w durch hw = ch|E | - €q — € festgelegt ist. In der Dipolndiherung
S ) RPNy |

wird dies zu (¢ = 1)

em 2 2
rem, & h2<2ﬁgm2n+ Z/dQ (bl(&;,)" - Pla) (8.57)

Dipol-Matrixelement

= > /dQ Lo (8.58)

A=1,2
mit der winkelaufgelosten Emissionsrate

om o ew Lo 2
1_‘a%b, E,/\ = 72(27037”2 (TL + 1) )<b|(€]€7)\) ' ﬂa>‘ . (859)

Eine analoge Rechnung fiir Absorption n — n — 1 resultiert in

2
abs 2r e‘w

2
Fa—>b, Ex 32(27)37712” ‘<b‘€]Z,)\ ﬂ@‘ . (8.60)

Der Faktor n riithrt von (n—1]a|n) = \/n her. Hier ist w durch hw = chlk| < € —e, festgelegt.
Vorsicht: Bei gleichem Ausgangszustand |a) sind die Endzustidnde |b) von (8.59) und (8.60)
selbstverstandlich verschieden!

Bemerkung: Auch fiir n = 0 (keine Photonen, Vakuum) gilt I'¢"%; # 0. Der Term in (8.57), der
nicht von n abhiigt heifit deshalb spontane Emission, der Term o n heif3t induzierte Emission.
Die spontane Emission ist ein reiner Quanteneffekt und tritt auf, weil die Operatoren aj ,

und a% \ nicht vertauschen.
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b
6— @ @ @

N
Da / )/
€ o @ ®
Absorption induzierte spontane
Emission Emission

Abbildung 8.3: Absorption und induzierte Emission reichen fiir thermisches Gleichgewicht
nicht aus, es muss auch spontane Emission geben. Die Anzahl n der Photonen ist im Gleich-
gewicht konstant.

Einstein A und B Koefflizienten

Einstein hat schon vor der Entwicklung der modernen Quantenmechanik vieles iiber das
eben Hergeleitete gefunden. Betrachte ein Atom im Kontakt mit dem Strahlungsfeld (und
dabei nur die Mode mit Aiw = €, — €,). Da Photonen Bosonen sind, ist die Besetzungs-
zahl des Zustands |IZ, A) im thermodynamischen Gleichgewicht durch die Bose-Einstein-
Verteilungsfunktion gegeben:

1
n = n’;)\ = W . (861)
eksT — 1

Das Verhéltnis der Besetzung des oberen zum unteren Zustand wird im thermodynamischen
Gleichgewicht durch die Boltzmann-Verteilung beschrieben:

_<hlk|
Po _ -t (8.62)

Pa
Gibe es lediglich Absorption und induzierte Emission, wire die zeitliche Anderung der Pho-
tonenzahl gegeben durch die Ratengleichung

7= —Bnp, + Bnp, . (Falsch! )

Absorption induzierte
Emission

Dabei ist B ein reeller Koeffizient. (Aus einer Rechnung mit dem klassischen Strahlungsfeld
folgt, dass die Koeffizienten fiir Absorption und induzierte Emission gleich sind.) Im Gleich-
gewicht (2 = 0) miisste dann aber p, = p, sein, was nicht (8.62) entspricht. Es braucht
etwas mehr Emission als Absorption, um das ,korrekte“ thermodynamische Gleichgewicht
zu erreichen, Abbildung 8.3. Einstein hat so also die spontane Emission ,erraten“ und hat
sie mit einem weiteren Koeffizienten A angesetzt:

n = —Bnp, + Bnpy, + Apy = —Bn(pa — pp) + App = 0. (8.63)
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Diese Bedingung fiir den stationédren Zustand kénnen wir nach A/B auflésen,

(8.61) .,
% _ npa — Db s62) 1 (62;? — 1) =1.

ch|k
Py eFBT — 1

Also A = B. Dies entspricht genau unserem Resultat (8.59), mit

21w L
A_B_EW‘U)KE,A) 'ﬂ@‘

2
: (8.64)
8.3.2 Streuvorginge

Wir betrachten einen Streuvorgang (s. Abbildung 8.4). Zur Beschreibung verwenden wir die
Streumatrix.

Streuung,
Wechselwirkung

Abbildung 8.4: Streuvorgang

Streumatrix

Wir benutzen wieder die zeitabhéngige Storungstheorie in der Wechselwirkungsdarstellung
(siehe Kapitel 3.2), mit dem Hamiltonoperator

H=Hy,+ H', (8.65)
wobei

Hy=H.+ H, (8.66)
der Hamilton-Operator der ungekoppelten Felder ist, deren Eigenzustdnde bekannt sind, und

H =H,, (8.67)
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die Elektron-Photon-Kopplung, die wir als kleine Stérung behandeln. Im Weiteren beniitzen
wir das Wechselwirkungsbild (siche Kapitel 3.2), wo der Zustand [v;) = e*Hot|¢)) die Schro-
dinger-Gleichung
i0;|vhr) = Hilvr), (8.68)
erfiillt. Die Operatoren im Wechselwirkungsbild sind A; = ot Ae=iHot | Formal kann (8.68)
durch
[¢1(8)) = Ur(@)|4r(t = 0)) (8.69)

gelost werden, mit

t
Ur(t,to) = Texp (—Z/ dtlH}(tl))
to

== 1 / dtlHI tl / dtl/ dtQHI tl Hl(t2> (870)
to

Die Ubergangsrate vom Anfangszustand |i) in den Endzustand |f) ist (s. Abb. 8.4)
1

P— (UL to) )] - (8.71)

Fiaf:t_

Der Anfangszustand

i) = [1(=00)), to=—00

ist ein Zustand nicht-wechselwirkender, freier Teilchen, ebenso der Endzustand

|1t = 00)) = Ui (o0, —00) 1) .
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Endzustand |f) berechnet man mit

(11t = 00)) = (f|Us(00, —00)i) = (f|S]i) = Sys, (8.72)
wobei S die Streumatriz ist. Fiir die Ubergangsrate gilt also
o1 A2
Doy = Jim —|(1S]i) P, (8.73)
mit
S = Ur(oo, —o0) = T exp <—z/ dtlH}(t1)> =1 —i/ dtH(t) + ... (8.74)

Wegen S = Uj(oco, —00) und UIT = U; ! ist die Streumatrix unitir,
Sts =88t =1.
Fiir Strahlungsiibergénge hat S die Form

S = T exp (—z’/d%?—[’l(m)) (8.75)
mit der Wechselwirkungs-Hamilton-Dichte

Hi(z) = e tr(x)y" Aru(e)n(z) © (8.76)
sieche (8.67) und (8.52).
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Prozesse tiefster Ordnung

Wir zerlegen die Feldoperatoren ¢, 17 und Ay, in Anteile positiver (Emission) und negativer
(Absorption) Energie:

S=1- ie/d4;c : (r@[* + 1;;) A (A}fu + Aiu) (w? + w;) . Terme hoherer

Ordnung

Dies ergibt insgesamt 8 Terme, die wir mittels der Linien

1Y

Photon Elektron Positron

als Feynman-Graphen darstellen kénnen:
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e et et e~
Photon-
absorption /} + \/
A N /\e+eff§\e+ E
€ 7y Y
o

_ + N /7 B
e NP N N
[ S P

Energie- und Impulserhaltung erlauben diese Prozesse nicht als reelle Streuiibergéinge 1.
Ordnung. Sie konnen aber als Teilprozesse von Prozessen hoherer Ordnung aufteten, z.B.:

e Compton-Streuung (Streuung eines Elektrons an einem Photon) oder
o
\K f/ Y
+e_
AN
Y

e Elektron-Elektron Streuung (Mgller-Streuung).

Die Streurate fiir solche Prozesse pro eingehendem Teilchenfluss und pro ausgehendem Raum-
winkel heifit differentieller Wirkungsquerschnitt j—g und wird mit der hier angedeuteten
Storungstheorie (bzw. den daraus abgeleiteten Feynman-Regeln) berechnet. Details der Quan-

tenelektrodynamik werden in der Quantenfeldtheorie behandelt.
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