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Aufgabe 22: Basiswechsel in zweiter Quantisierung
(schriftlich, 4 Punkte)

Die Einteilchen-Basiszustinde [t),) gehen durch eine lineare unitére Transformation in die neuen
Basiszustande |1,) (jeweils Orthonormalbasen) iiber

|@Zu> = Z |¢u><¢u|@zu>

Die Transformationsregeln fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren dL und a,, der Einteilchen-
Zusténde [¢,,) sind analog:

b= (dulwu)al, b= (Dlt)a

I3 I3

a) Zeigen Sie, dass bl und b, die gleichen (Anti-)Kommutatorrelationen fiir Fermionen/Bosonen
erfiillen, wie &L und a,.

b) Beweisen Sie, dass die Zahl der Teilchen (wie alle messbaren GroSSen) invariant unter einer
Basistransformation ist, also, dass gilt

> bib, = Z&T&M

c) Wichtiger Spezialfall: Feldoperatoren

Die sogenannten Feldoperatoren ¢f(z) und ¢(z), die ein Teilchen am (eindimensionalen) Ort
erzeugen bzw. vernichten, sind gegeben durch die Basistransformation

Pl() = (el al, = Z¢ (2) = > (@), Z@

Die Koeflizienten ¢, (z) sind die bekannten Wellenfunktionen des entsprechenden Zustandes
4,) in der Ortsdarstellung.

Zeigen Sie, dass die Vertauschungsrelationen fermionischer Feldoperatoren gegeben sind durch
{d(@), b6} = {dt@). 1)} =0, {d@), @)} =i - )

und analog fiir bosonische Feldoperatoren.
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Aufgabe 23: Feldoperatoren und Hamilton-Operator
(schriftlich, 6 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die kinetische Egergie durch die Feldoperatoren als
N h?
7= [er i) (-8 ) it

Hinweis: Beginnen Sie mit der Darstellung T = Zij tijazaj, wobei t;; =

dargestellt werden kann.

’ > Schrei-

ben Sie t;; mit Hilfe der Einteilchenwellenfunktionen in der Ortsdarstellung auf. Driicken Sie die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren durch die Feldoperatoren und die Einteilchenwellen-
funktionen aus. Passen Sie bei Integration und Summation auf die Reihenfolge von Operatoren
und Funktionen auf.

b) Wann darf 7" in die Form
2
T = / d*r ;—mvwr)w(r)

gebracht werden?

c) Leiten Sie aus der folgenfien Heisenbergschen Bewegungsgleichung fir die zeitabhdngigen Fel-
doperatoren W(r,t) und ¥i(r,t),

i = &MMQ(—ﬁA+U ) /&/kww ()0 )V (2, 1) D) (x)

~
v

| @
>
=2
=

I

/?

‘ ~

(V)
>
+
d
~—~
=
SN—

N———
(=B
=2
=
+
[N
w
ﬁ\
K
="
X
=
=
P=A
N
=
»-Gn
=2
~
SN—

Aufgabe 24: Ideales Fermigas (miindlich)

Wir betrachten ein System von vielen schwach gebundenen Elektronen in einem endlichen zwei-
dimensionalen Kasten der Flache S. In der Sommerfeld-Theorie idealisiert man das System und
betrachtet freie, nicht wechselwirkende Elektronen mit dem folgenden Hamilton-Operator:

2k .
HOZZ cLUckg.

2m
k,o

o) = H H Cka

Kk, k<kp o=1,]

a) Zeigen Sie, dass der Zustand

der Grundzustand von H, ist.

b) Bestimmen Sie den groSStmoéglichen Wellenvektor des Grundzustandes kp als Funktion der
Teilchendichte n,, = N/S, wobei N die Anzahl von Elektronen ist.

c¢) Berechnen Sie nun noch die Grundzustandenergie Ej als Funktion von N und der Fermienergie
er = h2k%/2m.
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