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Aufgabe 12: Operator-Gymnastik (schriftlich - 8 Punkte)

a) (2 Punkte) Zeigen Sie folgende Kommutatorrelationen fiir beliebige Operatoren A, B und C'
bzw. beliebige Funktionen f(x) und g(p):

i) [AB, C] = A[B,C] + A, C]B,
i) [A, [B,C]) + [B, [C, A]] + [C,[A, B]] = 0 (Jacobi-Identitit)

iif) [p, f] = —ih% G2,

dzx

iv) [z, g] = ih 2.

b) (2 Punkte) Nehmen Sie an, A und B seien unabhéngig von A. Beweisen Sie mit Hilfe einer
Taylorentwicklung um A = 0 das sogenannte Baker-Hausdorff-Theorem:

M Ae™P = A+ \[B, A] + %2[3, (B, A]] + ;—T[B, [B,[B, A]]] + ...

c¢) (2 Punkte) Sei A =z und B = —ip/h. Erldutern Sie, welche Rolle der Operator

T(\) = e~ M/h

spielt und zeigen Sie, dass T'()\) unitér ist, d.h. TT = T~ wobei T~! das Inverse des Operators T'
bezeichnet. Welche Wirkung hat dieser Operator auf eine Wellenfunktion v (z)?

d) (2 Punkte) Zeigen Sie fiir zwei hermitesche Operatoren A und B im Hilbertraum L?, dass auch

e A+ B, A",

AA mit A € R,

(A, B], = AB + BA,

i[A, B] mit [A, B] = AB — BA

hermitesch sind.
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Aufgabe 13: Die Stromdichte

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(r,¢) (ohne &uferes Feld) als Funktion des
Ortes und der Zeit fiir

a) eine ebene Welle,

b) das eindimensionale Wellenpaket (siche Aufgabe 6).

Aufgabe 14: Zeitentwicklung eines Zustandes

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 lautet die Wellenfunktion eines Teilchens

1/}<T7 0) = O‘le(’r) + ﬁqbz(’l"),

wobei ¢ o zwei normierte und orthogonale Losungen der stationdren Schrodingergleichung

Ho1o = E12012
mit den Energieeigenwerten £ o sind. a und /3 sind zwei komplexe Konstanten.

a) Bestimmen Sie eine Beziehung zwischen o und 5 aus der Normierungsbedingung fiir ¢(r, 0).
Wie lassen sich |a|? und |3|* interpretieren?

b) Berechnen Sie mit Hilfe der zeitabhédngigen Schrodingergleichung die Zeitentwicklung der
Wellenfunktion ¢ (r,t) fiir die Zeit ¢ > 0.

c) Berechnen Sie den Energiemittelwert fiir das Teilchen im Zustand (7, t) und diskutieren
Sie das Ergebnis.



