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Aufgabe 20: Drehimpulsalgebra
a) Berechnen Sie folgende Kommutatorrelationen fiir den Drehimpulsoperator
L= (L, L, L) =#xp

A

bzw. L; = ij €i;k2;Pr mit den bekannten Kommutatorrelationen der Orts- und Impulskompo-
nenten:

~>

[Li, &3], [Li,ps), [Li, L],
(L2, Li), [Li, 73], [Li, p°).
b) Zeigen Sie auferdem mit den Leiteroperatoren Ly=1L,+ if)y, dass:
[L:, Le] = £hL,
L%, L] =0,
(L, L] =2nL.,
i —i?— %4 i

Aufgabe 21: Eigenzustinde von L? und L, (schriftlich - 6 Punkte)

Als “Drehimpulsstandardbasis” bezeichnet man die orthonormierte Basis {;,,(r)} der simulta-

nen Kigenzustdnde von L? und L.. In dieser Aufgabe sollen Sie fiir den Drehimpuls [ = 1 die
Eigenzusténde 1 ,(r) von L, welche Lyt ,(r) = huapy,(r) mit g = 0, %1 erfiillen, durch die
Eigenzustinde ¢y ,,,(r) von L, ausdriicken.

a) (1 Punkt) Berechnen Sie mit Hilfe der Leiteroperatoren L. =1L,=+ iﬁy die Elemente der
Matrix [}, (1) Lathy m(r)dr.

Hinweis: L)y m(r) = In/1([+ 1) — m(m £ 1)ty (r).

b) (2 Punkte) Entwickeln Sie ¢4 ,(r) in der Basis {%1,,(r)} und geben Sie mit der Matrix aus
(a) die Entwicklungskoeffizienten an.

A

¢) (2 Punkte) Berechnen Sie fiir die Eigenwerte von L, mit x = 0,%1 die dazugehérigen
normierten Eigenzustande ¢y ,(r).

d) (1 Punkt) Einer der méglichen Eigenwerte ist 4 = 0. Geben Sie den Erwartungswert von L,
sowie die moglichen individuellen Messwerte von L, in diesem Zustand an.
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Aufgabe 22: Unschéirferelation fiir L,, ﬁy

Verifizieren Sie die allgemeine Unscharferelation
1 A oA
AO1A0; 2 S (|01, 0o])]

explizit fiir Ol = ﬁx, Og = f/y und fiir die allgemeine Eigenfunktion von L2 und ﬁz mit Quan-
tenzahlen [ und m. Driicken Sie dazu L, /y durch Leiteroperatoren aus und benutzen Sie die aus
der Vorlesung bekannte Wirkung auf Drehimpulseigenzustande. Fiir welche m gilt bei gegebenem
[ Gleichheit in der Unschérferelation?

Aufgabe 23: Kugelflachenfunktionen

a) Zeigen Sie die folgende Eigenschaft der Kugelflichenfunktionen
Yim(0,0) = (=15, (9, 9).

b) Zeigen Sie mit Hilfe der Vollstandigkeit

00 l
Z Z Y (0, @)Y (9, ) = 0(¢ — ¢')d(cos ¥ — cos ')

=0 m=-I

und der Orthonormalitét der Kugelflichenfunktionen

2m 1
/ d<p/ dcos Y}, (9, 0)Yim(V, 0) = 014 6mm
0 -1

dass sich jede Funktion f nach Kugelflachenfunktionen entwickeln lasst, d.h.

FE) =" Ripn(r)Yim (0, ).

=0 m=—1

c) Zeigen Sie explizit, dass die folgenden Kugelflichenfunktionen als Eigenfunktionen von L?
und L, alle zueinander orthonormal sind:

1 3 3
Yoo = ——, Yo = {/ —cos®, Vi, = Fy/ —e ¥ sind.
00 \/E’ 10 47]' COSUV, Y141 q: 8ﬂ_€ S1n

d) Verwenden Sie zum Losen der folgenden Aufgaben das Computer-Algebra-System
MATHEMATICA™z. B. im PC-Pool der Physik.

i) Zeigen Sie die Normierung der in a) angegebenen Kugelflachenfunktionen, indem Sie
die entsprechenden Integrale berechnen lassen.

ii) Stellen sie das Betragsquadrat der Kugelflachenfunktionen fiir [ = 0, 1, 2 und alle méogli-
chen m graphisch dar.

Hinweis: Verwenden Sie die Funktion SphericalPlot3D. In MATHEMATICA sind die
Kugelflachenfunktionen verfiigbar als SphericalHarmonicY|l, m, 6, ¢|.

iii) Stellen Sie auch das Betragsquadrat der folgenden Kombinationen von Kugelfiichen-
funktionen dar und vergleichen Sie mit ii)

}/11 + }/1—17}/11 - }/1—17
Yor + Yo 1,Yo1 — Yo 1, Yoo + Y5 9, Yoo — Yo .



