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Aufgabe 20: Algebraische Interpretation des Grover-Algorithmus (3 Punkte)

Betrachten Sie den Grover-Algorithmus mit U, = 2|s)(s| — 1 und |s) = N—1/2 Zivz_ol |z).
a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass

9 N—-1
Uo=% 3 Iyl -1

z,y=0

b) (1 Punkt) Betrachten Sie einen beliebigen Zustand [¢) = 252—01 a, |x). Die mittlere Amplitude
@ des Zustands |¢) wird definiert alsa = N~! Zi\;}l a,. Des Weiteren definieren wir die Operation
R der Inversion iiber das Mittel durch R [¢) = -2 "a/ |z) mit @/, = a, —2(a, —a) (siehe Skizze).
Zeigen Sie, dass Us [1)) = R[).
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c¢) (1 Punkt) Gegeben sei N = 4. Skizzieren Sie den Zustand |s) als Balkendiagramm, wobei die
verschiedenen Zusténde auf der z-Achse beschrieben werden und ihre Amplituden auf der y-Achse
(das funktioniert da hier ausschliefllich reale Amplituden betrachtet werden). Skizzieren Sie dann
sowohl U, |s) = (1 — 2|z,)(z4]) |s) mit |z,) = |01) als auch UsU, |s).
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Aufgabe 21: Kollisionsproblem (7 Punkte)

Gegeben sie eine zwei-zu-eins Funktion F': X — Y, bei der jeweils genau zwei Elemente zy, x1 € X
den gleichen Funktionswert F'(zo) = F'(x1) besitzen. Des Weiteren beinhalte die Menge X N Ele-
mente. Es soll nun eine Kollision, d.h. ein solches Paar mit dem gleichen Funktionswert gefunden
werden. Es lisst sich zeigen, dass klassisch O(v/N) Aufrufe der Funktion F nétig sind, um ein
solches Paar mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% zu erhalten (siche Geburtstagsparadoxon).

a) (1 Punkt) Beschreiben Sie einen Quantenalgorithmus zur Losung dieses Problems. Wie viele
Aufrufe der Funktion F' (in GroB-O-Notation) sind in diesem Fall notwendig? Vergleichen Sie das
Ergebnis mit dem klassischen Algorithmus.

Im Folgenden soll ein hybrider Algorithmus bestehend aus einem klassischen und einem quanten-
mechanischen Teil betrachtet werden. Dazu wird zunéchst eine zufillige Teilmenge K C X mit k
Elementen gebildet und eine Liste aus den Paaren (z, F'(x)) mit = € K erstellt, welche nach den
Werten F'(x) sortiert wird.

b) (1 Punkt) Wie viele Aufrufe der Funktion F (in GroB-O-Notation) werden zur Erstellung dieser
Liste benotigt?

Erhélt man bereits eine Kollision in dieser Liste, so wird der Algorithmus beendet. Im wahrschein-
licheren Fall, dass keine Kollision in K vorliegt, wird nun der Grover Algorithmus angewendet.
Hierbei wird die Menge X nach Elementen z; ¢ K durchsucht, fiir die F'(z) = F(z) mit x € K
gilt. Als letzter Schritt wird dann der Funktionswert F'(x;) berechnet und die klassisch erstellte
Liste nach dem Wert z¢ mit F(xg) = F(z1) durchsucht. Als Losung wird dann das Paar {xg, 21}
angegeben.

¢) (2 Punkt) Wie viele solcher Elemente z; gibt es? Wie oft muss die Funktion F' in diesem Fall
(in GroB-O-Notation) aufgerufen werden?

d) (2 Punkte) Wie viele Aufrufe der Funktion (in Grof-O-Notation) werden also insgesamt benotigt?
Berechnen Sie optimale Grofe k,, der Menge K. Wie skaliert k,, mit N7 Vergleichen Sie jeweils
mit dem rein klassischen und dem rein quantenmechanischen Algorithmus.

e) (1 Punkt) Fiir welche spezielle Funktionen F' kann ein Quanten-Algorithmus verwendet werden
welcher nur O(log N) Aufrufe der Funktion F' benotigt? Was ist der Grund fiir diese Verbesserung?



